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内 容 所 要 


本 虞 系统 介绍 江 20 年 来 发 展 的 分 大 是 数 咸 理论 . 
A r Carlitz, 9 i $. Gekeler, D. Goss, D. Hayes, 
M. Rosen 和 Thakur Fz A 46 it -— A A R OE A. 
EHA G: A AA Be ae E A E ar l o e efi 
a. BR PE Al a Sy oe LB ot ee Mahler 定理 的 
模拟、P-adic Gamma ph R.A 4) ip MD. OS 
tE o A +E Be dt — 2b Fe et RA SE a Carlitz A 
论 和 Drinfeld 机 理论 的 入 门 书 . 
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Abstract 


‘The purpose of this book is to introduce the cy- 
clatomic function field theory developmented in last 
two decades, and to collected systematically the re- 
search contributions of Carlitz, Kegin Feng, Crekeler, 
D. Goss, D. Hayes., M. Rosen, Thakur etc. in this 
branch of number theory. The main contents are; basic 
properties of cyclotomic function fields. cyclotomic 
units: Euler system, divisibility of class numbers and 
analysis on function fields Canalogy of the Mahler’s 
theorem, P-adic Gamma functian.Gauss sum .distribu- 
tion and measure). The book can aiso be viewed as an 
Introduction for further understanding of the Carlitz 
module theory on general function fields and the Prin- 
feld module theory. 
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出 版 说 明 


从 60 年代 起 ,由 华罗庚 教 授 任 主编 的 《现代 数学 丛书》 编辑 委 
员 会 曾 组 织 编 著 , 并 由 我 社 出 版 了 多 部 共有 很 高 水 平 的 数学 学 术 
专著 ,有 上 儿 部 专著 并 已 在 国外 出 了 外 文 虐 ,受到 国内 外 数学 界 和 广 
AEST HY eB ES TR th. DR Be PE A oE 
百 . 吴 新 谋 二 位 教授 虽 已 先后 逝世 ,但 他 们 为 本 # 从 书 3 所 作出 的 贡 
献 运 今 仍 为 人 们 所 敬仰 ,怀念 。 由 于 某 些 客 观 原因 ,* 现 代数 学 从 
书 3 的 出 版 工作 曾 一 度 停 顿 。 

为 了 这 应 现代 数学 的 迅速 发 展 , 更 好 地 芭 映 我 国 数学 家 近 几 
年 的 优秀 研究 成 果 , 必 须 大 力 加 强 # 现 代数 学 从 书 3 的 规划 ,编辑 、 
出 版 工作 . 充实 编 委 会 的 力量 。 考 虑 到 不 少 编 委 年 事 已 高 ,经 向 原 
编 赤 会 中 大 部 分 同志 及 数学 界 有 关 专 家 广泛 征求 意见 后 ,于 1990 
年 对 编 委 会 作 了 调整 ,补充 了 一 些 著 名 的 中 年 数学 家 和 学 科 带 头 
人 ,建立 了 新 的 编 委 会 ,并 进一步 明确 了 本 从 书 的 宗 红 ， 

《现代 数学 丛书 ?新 的 编辑 委员 会 由 苏 步 青 教授 任 名誉 主编 、 
合 超 之 教授 任 主编 ,18 位 著名 数学 家 任 委 员 。 编 委 会 负责 推荐 (或 
审定 ) 选 题 和 作者 ,主持 书稿 的 审核 等 工作 。 

《现代 数学 丛书 ?的 宗旨 是 :向 国内 外 介绍 我 国 比较 成 熟 的 ,对 
学 科 发 展 方 向 有 引导 作用 的 .国内 第 一 流水 平 的 数学 研究 成 果 , 反 
映 我 国 数 学 研究 的 特色 和 优势 ,扩大 我 国 数学 研究 成 果 的 影响 , 促 
进 学 科 的 发 展 和 国内 外 的 学 术 安 流 。 

为 了 实现 上 述 宗 妈 ,本 其 书 将 陆续 组 织 出 版 在 基础 数学 ,应 用 
站 学 和 计算 数学 方面 姓 于 学 科 发 展 前 沿 、 有 创见 是 具 有 系统 完整 
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研究 成 果 的 现代 数学 学 术 专 著 。 

为 出 版 好 《现代 数学 从 书 》, 我 们 热切 地 期 望 着 数学 界 各 位 专 
家 的 大 力 支持 和 悉心 指导 ,并 欢迎 广大 读者 提出 宝贵 的 建议 和 意 
IK, 
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数 域 的 研究 起 源 于 数论 (不 定 方程 的 整数 解 ), 单 变量 函数 域 
的 研究 起 源 于 几何 (代数 曲线 ?》。 在 本 世纪 初 , Rensel 建立 了 赋值 
理论 之 后 ,这 两 种 域 的 研究 形成 了 统一 的 于 段 { 息 体 域 理论 ) PL 
代数 数论 各 代数 曲线 算术 理论 相交 织 , 成 为 现代 算术 代数 志和 何 的 
一 个 源头 。 

如 果 特 别 地 看 一 下 分 图 理论 发 展 的 历史 ,更 可 体会 到 数 域 
和 胃 数 域 相 互 启发 和 促进 的 生动 情景 。 经 典 的 分 圆 数 域 理论 是 
在 上 世纪 后 半 叶 由 Kummer ff Hilbert 给 出 的 . 近 我 分 圆 数 域 理 
论 的 标志 之 一 是 Iwasawa 于 1959 年 给 出 的 分 圆 Z, 扩张 以 及 一 
般 Z 扩张 的 类 数 公 式 。 这 个 公式 的 建 并 受到 了 (有 限 域 上 单 变 
Be Weill 定理 的 启发 : 数 域 的 Z, 扩张 燃 比 于 团 数 域 的 
常数 域 无 限 扩 张 。 不 这 ,前 者 比 后 者 复杂 ;内容 也 更 加 丰富 和 深 
刻 , 这 方面 可 见 Washington nag Lang St 中 的 书 。 对 于 许多 数论 
问题 , 落 数 域 情 形 比 数 域 情形 容易 解决 ,其 中 一 个 重要 的 原因 
是 :基数 域 上 有 Weil 定理 。 而 对 于 数 域 情 形 ,相应 的 黎 晤 猜想 没 
有 有 人 解决。 但 是 情 沈 也 不 完全 如 此 。 例如 说 ,时 在 上 世纪 末 就 证 明 
了 :有 理 数 域名 的 最 大 阿山 尔 扩 域 是 及 有 分 因数 域 Qt5,} 的 合成 
(ten ,关节 3 (Kronecker-Weber 定理 ). 对 于 函数 域 ,类 似 的 问 
题 是 :对 于 有 限 域 F, 上 的 有 理 函 数 域 & 一 天 (7) 如何 具体 构 作 
出 关 的 最 大 阿 册 尔 扩 域 ?》 这 个 问题 -一 直到 1974 年 才 由 Hayes 
D9 RR. 在 30 年 代 ,Carlitz 和 他 的 一 些 学 生 对 于 一 些 古 典 的 
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R18 fal ea ET E A ARR =F OIA R= FT] 
ER ZEA CA AR 47 Side O AA Z KA). 特别 是 ， 
Carlitz 构 作 出 的 一 类 有 有限 阿 员 和 尔 扩 域 。 我 们 可 以 把 上 述 
Kroeneeker-Weber 定 理 说 成 为 :@ 的 最 大 阿 贝尔 扩 域 是 将 台 0.0 H 
代数 闭 包 ) 的 乘法 群 ( 作 为 Z- 权 }) 的 所 有 torsion Af (47K Bac A, 
即 单 位 根深 加 到 上 而 得 到 的 域 。Carlitz 的 主要 贡献 是 :他 给 出 
了 才 刘 二 二 ( 了 7 了) 的 代数 闭 包 ) 的 一 种 特别 的 RR- 模 结 构 { 现 在 被 人 
们 称 之 为 Carlitz 横 ) ,并且 证 明 六 对 于 这 种 R- 模 六 的 每 个 torsion 
JOR 4 都 是 (有 限 ) 阿 贝尔 扩张 。 到 了 1974 年 ,Hayes 利用 
炎 域 论证 明了 : Carlitz 给 出 的 所 有 扩 域 有 (以 及 下 的 所 有 常数 域 
扩张 的 合成 就 是 点 的 最 大 阿 贝尔 扩 域 ,并 且 丰 (4 县 有 分 圆 数 域 
OC 许多 相似 的 数论 性 质 。 简 言 之 ,Hilbert 古典 分 圆 数 城 的 许多 
结 采 在 () 中 都 有 有 相应 的 类 比 { 见 本 书 第 1 BED 综合 上 述 ,我 们 有 
理由 把 £CA) BRE > A Bk. 根据 Hayes 的 结果 ,除了 平凡 的 常 
数 域 扩张 AF, (a1) 9b, 45> [al pa ACAD CA 为 Carlitz 楼 bY BY 
torsion 元 杂 ) 是 构 作 的 最 大 阿 贝 饼 扩 域 的 基石 ,因此 ,从 80 年 代 
以来 ,对 于 分 加 孙 数 域 的 研究 引起 了 数论 界 的 关注 ,人们 最 美 心 的 
庚 题 是 :近代 分 因数 域 理论 中 的 丰富 有 旦 深刻 的 结果 在 分 图 函数 域 
中 会 是 走样 的 情况 ? 近 20 年 来 的 研究 表明 ,对 于 数 域 的 不 少 结果 可 
以 给 出 移植 到 函数 域 上 的 各 种 尝试 ,例如 . 

建立 了 分 圆 函 数 域 的 类 数 解析 公式 ( 见 文献 [35] 及 本 -性 第 1 
章 , AKT Kummer 各 Hasse 的 类 数 公式 )， 

SLA oh lB fi B59 EE. FEEL TE He BS} A Ae EE BE 
F et) de Be CE 3c REZ J. 016]. 036 7 ae p 2, x A F Sin- 
nott 等 人 的 结果 )， 

Bernoulli XE k =F, CT) P pi PE PRRI JE H A IE r A a 
WEM E BRE COL XAR AJ Llo C14], [21], C24] [26], E19}, 
L20j.L48] 及 本 书 第 4 章 ,相当 于 Kummer 结果 两 种 不 同 的 称 植 方 
Th); 

St Tal eA k Ed Ba te EAP SSS EA A SL EF 
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( 岂 文 献 [5] 及 本 书 第 3 章 , 是 Rubin! PRD 

zeta PÁ% 些 特殊 值 的 超越 理论 ‘于 靖 得 出 了 比 数 域 情形 较 
lel a See A 竺 等 . 

5y 77 E i Ay A E Fn] ZEST) a RA 
ERT AMO 有 不 同 的 特征 ,而 特征 为 素数 的 域 二 比特 征 为 专 
的 情形 会 带 来 很 大 困难 ,所 以 需要 有 新 的 思想 ,例如 说 ， 
Goss!” |?" "Fyfe T Sf Hasse-Weil zeta 图 数 完全 不 同 的 新 型 zeta 
pe #4. Goss AI Thakur!?*!--941 4 Carlitz 2 | aK Sue A SK BOGE 
TARGA LAPES T-A% Thaker" 用 Carlitz 模 的 方式 给 
出 级 数 域 上 上 的 一 种 高 斯 和 ,它们 在 不 同 程度 上 起 着 十 典 zeta H 
数 , -函数 以 用 高 斯 和 在 分 圆 数 域 研究 中 的 作用 。 最 近 , 入 们 也 正 
在 探索 清 数 域 上 新 的 分 析 学 王 具 ( 见 文 献 [29] ~L D ,期 望 新 的 
工具 对 函数 域 的 研究 起 善 更 大 的 作用 。 

分 圆 数 域 的 近 民 理论 (特别 是 IwasawaZ, 扩张 理论 和 Iwa- 
sawa fA Cee ae Are EL fA RARE ERR. 
FR UAH . o> A ea SE A A A te SB A TE Gh 
情形 ), 这 应 当 首 先 归功 于 Drinfeld ,他 在 70 年 代 中 期 建立 了 『 国 
数 域 上 的 椭 阅 模 结 构 ( 现 已 被 称 为 Drinfeld 模 ), 并 用 这 种 方法 证 
EH T es Si he Langlands 猜想 的 二 维 情形 . 秩 为 1 的 Drinfeld 
模 就 是 Carlitz 模 , 所 以 Drinfeld 模 理 论 是 分 国明 数 域 理 论 高 秩 的 
推广 。 我 们 知道 ,C 中 的 2- 格 上 只 有 秩 为 1 和 秩 为 2 的 情形 ,所 以 日 前 
只 对 有 理 数 域 人 和 虚 二 次 域 可 以 完全 明显 地 构 作 出 最 太 阿 几 尔 
扩 域 .但 是 对 于 任意 的 羡 数 域 久 一 F,( 了 TT) 的 任意 有 限 扩 域 ; 和 它 
BY ILE ;天 “中 可 以 有 诗 多 种 任意 秩 的 (h-t. 因此 ,Drinfeld 
模 理 论 比 数 域 情形 要 丰富 得 多 .这 也 是 目前 入 们 狼 力 于 研究 Drin- 
feld 模 的 :个 原因 。 

本 书 向 大 家 介绍 分 加 函数 域 理 论 , 即 F,(T') 上 秩 为 1 的 Drin- 
feld #2 ¢ Hl Carlitz 模 ) 的 基本 数论 结果 .目的 是 总 结 近 20 年 来 散 见 
于 艾 献 中 的 研究 成 果 {( 包 括 作 者 和 其 他 中 国学 考 的 工作 ). 熟悉 近 
(A: o> [A] Sy ee Fe A oo ee Washington - ff Lang 的 书 ) 的 读 
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者 ;可 以 体会 到 分 图 函数 域 理 论 和 数 域 情 形 的 蜡 同 ,从 而 可 以 局 发 
出 来 分 圆 联 数 域 的 许多 研究 课题 ,进而 ,本 书 也 训 作 为 进 … 步 了 解 
(FS oy ie (EE PEAY Drinfeld 模 的 入 门 书 (关于 一 般 Drinfeld 
模 理 论 可 参见 交 献 [8] ,L931.L17?] .L490 和 [L411]). 

本 书 第 ] 童 介绍 分 圆 遇 数 域 明 基 本 的 知识 (相当 于 Hilbert 对 
分 辆 数 域 的 上 上 作 ); 第 2 章 讲 述 分 圆 蛙 位 ;这 是 Galovich, Rosen, #3 
克勤 . 程 需 . 印 林 生 等 人 工作 的 总 结 ( 数 域 情 形 可 见 文 献 645] 和 
L57 D: 第 3 音 讲 述 分 蔽 因数 域 的 欧 拉 条 (Euler System), ix EI 5% 
勤 和 徐 飞 将 Kolyvagin 和 Rubin 的 工作 向 函数 域 的 移植 ,用 来 研 
究 类 群 和 分 图 单位 的 联系 ;第 4 章 为 类 数理 除 性 ,总 结 了 Goss, 
Gekeler, BTY. Brit ae AB LE, 是 模拟 Kummer 理论 的 各 种 
iA FPR TT BB aE ce a BL es BSE AREARE 
析 学 的 工具 ,包括 Mahler 定理 的 模拟 T-A A. FA ap PD 
(分布 与 测度 ) ,是 Goss, Thakur 等 人 工作 的 总 结 。 这 些 理 论 目 前 
情 处 在 发 展 阶 段 。 最 后 是 两 个 附录 (高 次 乞 反 律 的 * 分 圆 ” 证 明和 分 
Br REA EA ,它们 在 内 容 土 不 能 归于 前 五 章 中 ,而 有 自 
FHE. 

PE E 1985 dt A I R E Ep ote ET r BORA 
Drinfeld 模 的 讨论 班 ,并 且 与 他 们 :一 起 从 事 这 方面 的 研究 工作 ,本 
书 就 是 这 些 讨论 班 中 的 材料 以 及 研究 工作 中 的 一 部 分 材料 的 总 
2S .作者 感谢 参加 讨论 坛 的 中 国 科 技 太 学 历届 研究 生 , 他 们 和 我 曾 
进行 过 许 儿 有益 的 讨论 和 共同 共事 研究 于 作 .其 中 特别 要 感谢 徐 
KRE ,他 为 本 书写 了 第 3 章 的 初稿 .我 希望 这 本 书 能 促 合 更 多 的 
跨行 对 于 分 圆 库 数 域 以 及 一 般 的 Drinfeld 模 理论 产生 兴趣 ,并 且 
去 试图 研究 其 中 一 些 重要 的 课题 。 

最 后 ,作者 感谢 数学 天 元 基金 提供 的 资助 


党 克勤 
1995 年 ?月 于 中 国 科学 技术 大 学 
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第 荆 章 


at [Bl PR RL Jak 


$ 1.1 Carlitz #2414} [Bl ee ee 


ASF IRA RMF, Fe KET HAH ORE 
Pa=p pHRR AA EBRD. 2 ARE :个 固定 的 代数 闭 包 ,及 
一下 了 是 多 项 式 环 .为 了 构 作 点 上 非 平 凡 的 阿 贝 从 扩张 ,本 直 纪 
30 年 代 Carlit 在 直上 引入 一 种 RR- 模 结 构 . FR End (a> 
示 上 如 的 严 ,- 目 同 态 环 , 则 有 Frobenius 自 同 构 下 ,其 中 

Fim) = a (ate k”), 
MER a@ CF, EX p prE Endik"), HP 
pCa) = aa, pria) = {T + Fla) = Tap a (a € k“). 
一 般 地 ,对 R 中 每 个 多 项 式 
MCT) = agi" + ag +a (a, € F) 
和 at &* MWA pu E End Ch"), AP 
Pula) = MCT + Fca) 
= dafa C8) F ag Pa- CA) oot F dot, 


Prila) = pripra) = priT a + a) 
= T (Ta + a) + Tat at) 
= Tat (TI a +e’, 

Pe pr- prto)). 


"ae Sim oh i os 


这 就 给 出 了 总 的 一 个 OR-R EE HY 
PR — Endt(k*), Nr pr, 
PRUE Carlitz #. 传统 上 党 把 outo in mt a C M=a€ F, 时 ,这 个 
所 号 和 一 bo 一 aa, 并 不 是 个 & 相 乘 ,但 是 这 种 漫 清 今后 容易 
区 别 开 来 ). 
由 定义 不 难看 出 ,a" 是 关于 a 的 39- 和 多项式, 即 


RH d=degM, |" JeR 


g| 1.1.1 (1) Y jam.[ =o (24 >d Be i<cO Bh), 


= T" To 1 
Fr 
i i i] 
aM -HEN Af N 
(2) MINER, a, bE F» 则 | . |=al jee], 
f f i 

M 
(3) deg| =e (HEED 

È 


证 明 ”由 Carlitz 模 的 定义 和 数学 归纳 法 即 可 知 ， | 
对 每 个 AME R,d=degM, RINE 
[Mj = g = #(R/(M)). 
75 EB 如 的 M-torsion TH 
Au = ia E k" e" = go}, 


BF ERF a H of WER CH 
My 人 M 
(uy = ipe = |= Me, 
所 以 u” 是 关于 xz 的 可 分 多 项 式 , 而 Au 是 此 多 项 式 的 o7 个 不 同 的 
引 理 1.1.2 对 于 0 了 关 MER, 有 RR- 模 同 构 Aw 实 R/CM) (这 里 
R/ CM) RR VAG AS BY 天- 模 结构 ), 于 是 As 是 循环 民 - 模 . 


$].1 Carliz $A 4 lal Re age 


证 明 对 每 个 a€Fi, 易 知 Aw= Aww RICM =R aM). 所 
BAAS GRITS M fe fF] amt. Scie M=P°.HPP=PUIDHR PR 
] AaS n deg Pel. 4e=1 时 ,Wp BIR M/C LMR. 
A ECCMID = [P| = CAP). 可 知 APE M/CP). 现在 设 Ae 
R/CP") (m1). 8 民 - 寞 问 态 ， 

bh, Apeti— Ape, hD = a”, 

HF kerh = Ap. HCA = [P| = R CAPO H CAP). OT MA EH 
lA] 2. 于 是 有 4E€ Apes BAG AS 车展 - 模 4r 的 生成 元 .对 每 个 AGE 
Ap -'— (0) RUPEE AG RB po = CA =a", FEE NE 
herk = Ap. BH — A H. AF OA” OE Am 的 生成 元 ;从 而 入 © Ar 一 
(0O Bf A" A, AERC. TES BER, {g eA =n" BR y 
= 一心 信人 这 就 证 明了 4 生成 模 A BD Ap - SEGRE R-E. 考虑 
民 - 异 单 同 态 R/(P" Apr, AeA, h EC Ape) = | Pmt! | = 
HCR/CP™ DD BPSD Ap R/C?) 这 就 对 M= m 的 情形 证 
HK T oit. 


对 于 一 般 情形 , 设 M 一 上 1P; ,其 中 PeP, ER PREH 
首 1 不 可 约 多 项 式 . 则 之 /Ar 是 hw 的 R- 子 模 , 由 中 国 剩余 定理 可 
M 2a Ar BAM. 于 是 
H| Diár) = [l P" = M] = # h). 
EEE 
Au YAn GRD 之 SORPO CHAD = R/M). 


从而 证 明了 引 理 1. 1. 2. | 

Au PILA PRIE M-torsion 元 素 , 许 环 民 - 模 的 每 个 生成 元 
ab PRE RR M-torsion 元 素 . 由 引 理 1.1.2 可 知道 ,对 每 个 本 原 
M torrione h A. 


4° pal at St A ee SY I 


Ay = {NA © R/(M)}, 
并 且 是 本 原 M-torsion 70OR 4AM4CAM=1 CBP AC CR/ 
CDO RA PERM Ran A PR OR/ CM) BRE OH 0 RH 
成 的 单位 群 . 记 DON = 8 CCR/(M)"), 0 OOM) i A a ew 
pan) CE RAR 1,2.+ 2m 之 间 与 m FRET EO AM. 
由 中 国 剩余 定理 可 知 
PM) = |M! - BIE — Talk 
其 中 PP 过 MM 的 全 体 首 1 不 可 约 因 子 .此 式 是 公式 
yom) =m] [i 
的 模拟 . 
9 M113 KMEBR=F,(TIPR 1 SHARE A 中 所 有 
元 素 添 加 到 域 &=F,(T) 上 而 得 到 的 扩 域 &CAw) 称 作 分 园 函 数 域 ， 
M 称 作 此 域 的 导 子 iconductor). 
信 4 是 一 个 本 原 M-torsion 元 素 , 则 


ut 一 | [ta — a) = | | Ca — At), 


ge Ag, Ae ths (Mas 
HF e“ 是 可 分 和 多项式, 所 以 有 4 是 有 限 匣 罗 华 扩张 ,由 于 每 
TAR A 部 是 14 的 多 项 式 ( 系 数 属 于 R), FL CAw) 一 二 CV. 记 

G = Cy = Gal(&(Ay)/&) 
为 扩张 ECA k OMS EH MET ARMA CEG 由 它 在 4 上 的 
作用 所 完全 决定 . 易 知 oe (AA AUR M-torsion 元 素 ( 因 为 ala) 
一 oa 一 小 ) 二 全 (oA) 一 (oC 一 g(4)7, 从 而 对 每 个 AER， 
a(A">) =a(A)"), FE 

a(A) = A4, AE (R/CM))>. 


我 们 把 这 个 目 同 构 记 成 54, 则 
Tafa lA) = da CA”) = At = Fan Ca). 
这 就 表明 有 和 群 的 单 同 态 


G — (R/M). eA, 


$1.1 Carlitz 42 414} Mra Bebe 


PAC 问 构 于 70) 的 一 个 子 群 ,所 以 有 Au 是 阿 贝 尔 
ak JEHU An) 4 = |G} SOOM). 我 们 的 下 一 个 是 标 是 证 明 
Cr = (R/M, 

BD até > AC OR/CMD)*, AeA E ACA, -AAR SS 
PFL I= OOM) 或 考 等 价 于 a 是 和 上 的 不 可 约 多 项 式 . 
为 证 此 论断 ,我 们 需要 研究 只 PRP EY ] ROA Sw Powe 
AR FR BR A oP Te ey ROR A Ao PEI PE i. 

5| 理 1.1.4 设 邮 一 天 其 中 中 是 六 中 首 1 不 可 约 多 项 式 ， 
n=l. WP A KSA Av SES GFA ROP RR 1 aay ey 
EMATE kAd PRAE, 

证 明 全 4 是 林原 M-torsion CH M) ECAs) =A), AE 


KF u 的 多 项 式 fw) 二 w”/wu” R. ASE 1.1.1 知道 
P= aie |= so = ff (— 44). C11) 


0 he cated a" 


以 Ox RR RE K PBA. A EO. HF AS AH g- BH 
st ( ABUR T R), AE AS /AG REAICOg. 如 果 AE CR/CM))* , 即 
CA MO = 1 WF A BER 使 得 AB=1 (mod M). Aut A = 
CAS PME RUA JEO. 这 就 表明 AA HO, 中 的 单位 ,于 是 Ox 中 
理想 (4) 各 (A) 相同 . HQ. 1. 1) 式 可 知 

P = pts 
其 中 .za 一 (人 .以 ÆR P E KAk An Het e. 

e SIK. A <= OOM) e. 
于 是 [二 加 CM) 一 e, 即 了 在 下 中 完全 分 岐 ,并且 Aa 
Or HAR FER. h F deg Gos |P] — |P =p POSL: k] 
WSD AR 2 KAD SOR. SER Ou” =u” FHM 
n PX. HEI 
F UDU 十 Fa = 

fA «=A. SODA =P. pOK: =P MOa, atM Pr 
的 情形 Gu = ioa: AE CRACMD" ,J 以 NN 二 Nik BREF HRM 


“= 1 4+ Al a Be bx 


K/A ORT ee KA 
N (a) = | [etey 一 I] daala) E À, 
mEt AE LCRA” 


由 C1. 1. 1) 式 可 知 NAO =P. 由 于 A" ”是 本 原 P-torsion 元 素 , 所 
以 
RAT j= Nias (N gjera A D 
一 N rapa AT tdp) 
— N uapa lA” yR — pe 
IIF ODA” =P ARE N ,得 到 
NC ODNO) = NOP) = Pree, 
因此 NCF AD =P", EP m=n@(P")— P] |. 4a Os 的 判别 
A DOE NO (4)) 的 因子 ,并 且 根 据 Dedekind 的 判别 式 定理 ， 
RSH i Rae Sst O EK Po., SHA CO DK). 这 就 
表明 当 QEP it. 在 下 中 不 分 技 . | 
定理 1.1.5 设 M 是 尺 中 首 1 STK, Au) E BCM) 
次 阿 由 尔 扩 张 ,并 且 其 姻 罗 华 群 同 构 于 CR/CMD)*， 


证 明 ”我们 只 需 证 明 
[ECA :2 | 一 人 


B M= IP, RPP, 为 R 中 不 同 的 首 1 不 可 约 多 项 式 ， 
el. W KSR CdS Se), BELLAR EK, 中 完 
全 分 装 而 在 K 中 不 分 歧 , 于 是 KNK =k, AMK K :k]= 
EK AIK: sk]. RAH Ps 在 KK, 中 不 分 歧 而 在 K 中 完全 分 
歧 , 于 是 LEKIK:Ks: 妇 一 [K 天 :: 妇 [天 :kt] 依 此 类 推 ,可 知 


[K\K,---K,:4] = | J[K.:4] = | [EPF = BM). 
= | 1 一 1 


进而 由 Ar; = Ay» FY Fl KB Aa Kh, Sa CA). 于 是 
PCM) > LEA] a (KKK, sk | = OOM), 
这 就 表明 [RCAw) k = BOM) EA RCA = K Kor K,). | 


mm 


$1.1 Carlitz EAn 4} Bd ee ee be eTa 


注 记 FARAR =F CONME MAAA 民 一 中 [7 lA 
at A Rin O MBA Z 的 模拟 , 则 M-torsion TR Au 可 看 成 
是 党 m 次 单位 根 群 oy = { [Oss 1 的 模拟 . 我 们 知道 ,分 
(Bl Bx ek OO EO R pO IR PPK SFA EH Pe GC OA 
RAF mE) o PREP we mZ ON -F A E osa, 把 
BRT m PR ARR OS 映 成 六 ,而 定理 1. 1. 5 就 是 这 个 结果 在 分 
园 郴 数 域 的 模拟 . 往 后 我 们 还 会 看 到 ,分 区 十 数 域 的 许多 结果 与 分 
ea Ey te ESS LY. 

VA On FAR Rf KR—kCAy) PY SE RE K RO AL. 这 
是 主 理想 整 环 只 上 的 自由 模 , 秩 为 [天 :8 二 BOM). Ok 的 每 个 元 素 
PRIF K 中 的 整 元 素 ,O 的 每 组 RAE YE K OER. 对 于 分 圆 数 
OCC) (Enmen BMRB RH ZC). 6h. APS 
理 . 

定理 1.1.6 WMA RY] EE,K =kl Au) .s=O(M) 
=(K:4 , 则 Ox 二 REAJ, 其 中 4 是 -- 个 本 原 M-torsion 元 素 . HA 
Wikel. AA e AU EE Oy KG —- HE. 

W IE M=. ATF K=) 1A EA 
基 至 间 天 i} —-28 -AE ATER acO 均 可 唯一 地 表示 成 

和 一 加 十 二 4 十 十 在 
我 们 的 目的 是 证 明 E ROSS 1) 将 /#8 的 自 辐 神 co, 作用 
于 上 式 两 端 ,得 到 
Tala) = h H AAH a e A Y CA © CRIM G’. 
这 s=O(M) PHERES REF LO DAEA, eb 
《由 Cramer 法 则 ) 
E= re (Omi as—~— 2), 
其 中 
Ss det 人 eye = AY (OS k Ss — 1,4 € (RAM), 
而 ERICA RATA RAY CO, (0 所 i 所 ;一 1). 由 于 
(Caa E Vandermonde 方 阵 ,可 知 


og. 第 1 章 4} WT a BOR 


so? 一 十 al CA o FUSS 
ABE (festa 
4H 
AAW. M= my. 5 1.1.4 证 明了 
fy =u fu = PP wary 


是 4 的 极 小 多 项 式 , 于 是 | 
Foav= [fp at a), 


He tasty)” 
HA 


Nka 0)= f| fat) =+ &. 
AE CR/CM}}" 
引 理 1. 1.4 证 明了 Nan OAD=Pr (SET rl). 于 是 
t =+ ¥,6/0 = t Yer, 

RP ye Ox. E Y= Ek AIE SEO NER. 这 就 表明 
k 中 元 素 LOSS DHARE MRR SE r. 于 是 a 可 以 写成 
a= PCA, + AA + + + A, AU! CA, © RR}. 

(1.1.2) 
引 理 1.1.4 还 证 明了 Z= O 的 素 理 想 , 并 且 PHO 我们 
Liv, 表示 大 中 的 标准 . 安 -adic FRA Boe, A—1. H P= 可 
Mv, (PO =s. TI v, (A) =0 (mod (OAs 一 1). 所 以 

vp (AA) = v, (AD =; (mod sy (Si <s— 1). 
这 就 表明 公式 51. 1. D °F eA AR A -adic 指数 赋值 . 所 
ps 
V, (a) = „min iv, (PUAA Y) 

但 是 EO TË 
0 S u, 《六 《过 一 
HRA v, CA ers M PLA O&S TTP AE 
R Osis l). 从 而 对 于 M= 的 情形 证 明了 定 于. 


对 于 一 般 情 形 ,于 = ||P ,其 中 PISS) ÆR 中 不 同 的 
了 1 不 可 约 多 项 式 , 令 KK; 一 Apr) ASisg).5| Hl. 1. 4 中 证 明 


$1.1 Carlitz 444} Bl a Bee 


了 域 天, 的 判别 式 OCKO PAR. AR DO KOSS OE 
Py a Ay. Re OL PETRIE FF, lh oR ORF, = On On | 于 是 On. = 
Ox Og Ox i A AER Pr-torsion 元 素 , 则 前面 已 证 明了 Ox 
= RA] Siig). FRE Oc = RIA sAr tt AJ = AREA]. 这 就 证 明 
了 和 定理 1.1. 6. | 

mic ERIE FARRE. id K BA Pe 
Tok s==LK :k),.G=(e,,-- 052 K/k 的 伽 罗 华 群 .对 于 Ox 的 一 
HORE BE wi tery vee y ter,» Mi 

D = deti ¢(w;}} bec papa 
Æ R= FAT) PCH HF LEAP R 中 理想 (DD) = DR EEK 的 特 
E m RAE wy eer, 的 选取 方式 无 关 , BEDRE DRY 
I K ARA ERE DKO, 对 于 分 圆 函 数 域 所 = 上 AD 24 M 
一 有 产 时 ,由 定理 1.1.56 和 引 理 1.1. 4 的 证 有 明 可 知 
D(K)= det( (AY)? (A E (R/Y ,0 BAM) 1) 
“一 P, 

其 中 r= n@ CP") —- BOP" /OCP). 

HLL KM KBAR RK. K=KiK,, 
m=(Ky:8 ],2= [Kesh ds fh (ee, 500 te SALA, ASSP K A 
KA —#H BAL. 如 果 CDCK,D ,DEK,)) 一 1, 则 


Ox= OrOr, = Í > Re] | SR 
t=] J= | 


= E Red, GAD. 
这 表明 {wa (lism. LS json} dK 的 一 组 整 基 . 由 此 可 得 出 
KOS DUK YDK: y. 利用 这 个 结果 和 上 面 计算 出 的 关于 


CA ) 的 判别 式 , 可 得 到 对 一 般 的 MK = CAL RH 
DK) = mete fT [ penser 
这 个 公 陈 与 分 圆 数 域 的 情形 是 类 似 的 . 


Pe 第 1 齐 ar Hl e 
$1.2 R E T 


有 HA = FCR RBT A AAR RET CE R= 
FLIER A SLA HY SHA) ARBRE Oo =| 未]. 本 节 要 
AG BE tHe FR TEA HA H E (0) 4) RB. Se A BR 
F P RAE. 

T1.2.1 设计 二 PN (P. N)=1,220, 1%] P 2r ARR 
域 天 二 CAw) 中 的 分 解 式 为 

P = (ey ， 


其 中 一 各 (PE 一 一 om E P ERLAND" pairi / 


是 满足 P=1 (mod NOB RD ERR esfe OBB PEK 
中 的 分 歧 指数 .剩余 类 域 次 数 和 分 解 次 数 . 

证 明 I Km P EK HEER P 在 天 中 的 最 大 不 
ATR WLK: K J=e.LK' :上 二 jg. 根据 引 理 ].1.4; 户 在 大 
的 子 域 kAm) 中 完全 分 歧 , 于 是 ee LA Ae) k= BOP"). 另 一 方 
面 ,PP 在 Aw}) 中 不 分 歧 , 所 以 

ex COK tAn] = [KR]/ [klink] 
~ B(M)/B(N) = OCP), 
+  e= OCP"), FF AK’ =ACAN). 

在 天 ' 中 的 剩余 类 域 的 次 数 和 分 解 次 数 就 是 和 gg, 于 是 fg 
=P(N). 我 们 只 需 决 定 S/S. i AB — PAIR N-torsion 元 素 , 则 
K' /k DF BRA 

G = {oA E (RAND) Te (R/CNY)', 
Sed o AYA 我 们 知道 ,/ 即 是 G PER o= [AE] (关于 
的 Frobenius A RADHI BT. SAR o 可 由 下 面 的 同 余 式 所 刻 划 ; 

ofa) =a") (mod) (对 每 个 2 全 Ok), 01.2.1) 
XE Pde K'R--P AER FORT. i oro. KMKAR 


$1.2 # fe 了 "il" 


定 CRACNDD HILA A. Æ. 2. DP «=A, fFF 
= A" (mod.+'), C1. 2. 2) 
现在 设 u ke --P ANE P-torsion 元 束 ,出 
woos | Ca — u"). 


KERAP 


引 理 1. 1,488. GOE POE ACAD Pe PE RIB A. 所 
ART u ASA u BET ma a 2 op KRY ARE 
ORR RS. EREZIE REE IE PR. 这 就 表明 
u =u) Cmod??). AY C1. 2. 2 «1 P. a 
A == A"! == A" (modi), 
于 是 ATT Aw — AHO (mod). 
BR Ze FR ATT HE BA 
A= P (mod N). 

AG ARR AOA E A. PRA BE fuh SHR 
ulu AY AR. S| EL. 1. 1 ee /u 的 常数 项 为 | =N FE 


ISM TIN, Ai PIN, X45 BECP. ND = LAB IS. ORE AD 
A=P (mod N),ilo—e,—e,. AAE. EnA o HP. BIE PP 
在 CRACN))' 中 的 阶 , 这 就 完成 了 定理 1, 2. 1 的 证 明 . | 

mE FHL. 2. 1 与 分 图 数 威 中 素数 分 解 规律 是 完全 类 拟 的 . 现在 我 
DIAE k HERRER To= | 示 | CES} MIR BOR K= And HAYS} 
P. 我 们 知道 这 是 局 部 性 质 , 即 考虑 六 对 于 素 除 子 co 的 完备 履 
Hk =F, [市] ,以 > 表示 上 和 天 -中 标准 可 数 冉 值 .| |] = 
L 加 下 ”公关 = 有 4 中 的 一 个 扩充 ( 仍 记 成 mw ,如 果 本 原 M- 
torsion JOR 的 极 小 多 项 式 QOR k La RRR 

jun) = fase Gad- fae), 

其 中 fie, ee. Ce ey LEa SR MoE KPA ge 
个 扩充 . AF K/e SER RD aK. OY] MK e Pa EA RE AG aE 
打数 c ABB AS ROK IFA deg fiGd=ef (Sig). 


" 12 - sa 1. ot A ee fe it 


Alf PSE BO SC) Ze Je a e. ES oP a FR BF 
FIELE 

和 牛顿 折线 3l 理 设 F 是 离散 赋值 域 ,v 是 中 的 指数 赋值 ， 

FCM) = X*+ aX! fee ta, FLX), nll. a, ~ 0. 

以 wir sw, ZAR SOX) FE FASE PARR F RR o TE F 
中 的 某 个 扩充 仍 记 为 如果 7X) 的 牛顿 折线 的 顶点 依次 为 

Q = 天 一 

(ri Hre bee bry =n), 
其 中 
P; = G@.vla)) (Oi lan}, 

《所 谓 六 和 ?的 牛顿 折线 是 平面 上 这 些 点 的 一 部 分 连 成 的 一 条 本 
折线 ,使 得 所 有 点 P; 均 在 此 折线 的 上 方 ). 以 1 表示 折线 中 边 
Q- QORR 

D ESCOR] a AAR wiew 4AP, HEA rn eA w 满足 
vw) =) FA PRE vle) =h BR KA r, AR E 
viw) =}; 

(2) 以 a MU FMP ve 的 完备 化 , 则 对 于 每 个 i 
(lag). 


I] (X —w,) € FLX]. 
WESA H ARCS]. l 
现在 证 明 以 下 定理 ; 
定理 1.2.2 (1) 无 限 率 除 子 吕 在 一 CAw) 中 的 分 歧 指 数 、 
剩余 类 域 次 数 和 分 解 次 数 分 别 为 
e=q-1/f/=1LM g = BND 一 1)， 
(2) 对 于 所 有 林原 M-torsion 元 素 àv OREKA degaf 
g 


TFET 
证 明 ” 先 考虑 M=P HIE. i d~degP ti TAL P-tor- 


sion JU 4, 天 一 RtAp) 一 上 AL 在 上 上 的 极 小 多 项 式 为 


Yi2 R fe f 7135 


qi P | 
F(u) = ut fu = > . fus - 


roa t 


Pi, 
此 多 项 式 的 每 一 项 | ; Jw 给 出 平面 上 的 成; 


人 -ee 


= (g — l, — d gd (OR (Rd), 
而 线段 PD,, PAES 


_ r|] ss ' 
| = {af — ? Dg + Cd — Fg _ _¢ Lid 
Gq gy gG— | 


(Omfsad — 1}, 
由 F to | 可知 Pe 训 是 牛顿 折线 的 一 茶 边 ,由 上 上 述 引 
理 便 知 有 gg 一 1 外 本 原 P-torsion IEA Aen A, FAR vw. CAD = 


一 4 一 4 一 7 并 县 [lay en Lee]. 这 就 表明 了 efg]. 
男 一 方面 ,vw AZ = 5 Bs A ey. Fibe=q—-1.f=1. 
5 一 vs, 这 就 证 明了 (1). 进而 由 上 述 引 理 知 对 每 个 本 原 
P-torsion7E K AYA v = —L—h=d— 一 ,这 就 证 明了 
(2). 


fi 


HEE M= P* One OBE. R (2 4 wit BA EF P-torsion 


元 素 ,使得 vw. GO =d— i: 多 项 式 


pr ! 


fia l)? 
Ga) =u" p= SS | le TA E BAe) 


的 每 个 根 4 都 是 本 原 P-torsion 元 素 , 并 且 kO Sk. GOO 
诸 项 给 出 平 商 上 dn 一 1) 十 2 个 点 ， 


A |= (On.. CY) = [ond — | 7 


pr J 
A, = baal l i- Cas (07 — Dd — ig) 
i 


+ 和。 HIE Aa we 


(O=.i=.d(n — 13). 
A AHRR H 4 一 一 ad 十 7 了 而 当 PORT, AA, ABH 


Hi Dd lo. 从 而 A Ade EET RNY — BBS. 这 表明 


FF TE A RH P*-torsion g Æ A. (HIB v. (A) = ty nd = — 


degP" 一 ,并 且 u—AE RAD v HEP P E RAD) ARAL vw 对 
应 的 素 除 子 . AER CODIE RAD. 上 完全 分 解 成 |P :| 个 一 次 
a Ag He. TE 加 在 AAA) 上 的 三 个 参数 为 
e =], f=], g = | Pe |. 
但 是 oo 在 (Ar) 上 的 三 个 参数 为 
e" = g — l, "= tI, g=. ， 
FRO £ Ap PHP BRA 


e = ee" = ge l, f= Ff" =], g= p gp" = 


pir} 
一] 

最 后 ,对 每 个 本 原 P*-torsion 70 # A. E AER, (A, P)=l, 
deg4<deg 天 一 co 使 得 


STAT, 
X = àt = >| x 


A ' 1 i 了 tf 
: At = — (degA — ig +g nd — | 


= q'|nd — degA +i — 1) (O<i < dega), 


其 中 只 有 /一 0 时 达到 最 小 值 xx 一 4eg4 一 -二 ;因此 
Vo (A = v. CA*) 


= nd — degA — —4 —~—f_ = . 
n eg A gu] =" 7-1 Va A) 


这 就 对 于 M= m 的 情形 证 明了 定理 . 


$1.2 K 除 + *]a+ 


最 后 讨论 一 般 情形 ;对 于 M 的 不 同 首 1 不 可 约 因 子 的 个 数 s 


进行 归纳 , 以 上 证 明了 = 一 1 的 情形 . 现 设 sez. FHA CRP) 
s 的 情形 是 成 立 的 . 记 MPN. OPN) = lanl. 内 归纳 假设 ,co 


在 Ay) HRY = PBB BIN e =al f = 14g = SSO tH 
存在 本 原 N-torsion WE g, i v. (po dog 2 wa? HR 
kC An) PRT TER OOH) RR T A EA 
Hw) =u? — u= 之 | le — u E &CaAy)(e] 
的 诸 项 给 出 平面 上 int 24 Hild=degP). 
B= (O,u..€4)) = | ， 


fi 
— | ’ 
B= (¢.— (ad — Dg (OS i sind). 
可 知 A Ce A al Se BB. FR We) A AC 
RCA) 2 H 


(A) = 一 一 一 一 一 一 . 
Ue KA) = nd + degN z=] degM 7-1 


由 OAM = 2” = OF) HA HE M-torsion 元 素 . HMM HAC ROR 
degA<idegM.5 F[A—#, oa 


Vea (A?) = degM — degA 一 7 二 


T’ 
fF H Ato 8) A ATR M-torsion 元 素 . 这 就 表明 -P E RC An) 


中 的 三 个 参数 分 别 为 "=1, f= 18 g= i FOWE RCA) 


中 的 分 解 特性 为 一 ee 一 一 1 PP 一 1 和 一 gp 一 oe. 


# H Cw a BW. eA TR OM-torsion A Ava (AR R A E 


— 4 
deg M 7 一 | 


根据 定理 1. 2. 2, PEBRRTO=| 7] Kk AW) BS 
解 成 


«th. #1 4t fl om BY x 


xo =e (P +0 SF), 
其 中 e=q— 1g = ER. HA PO, BK 中 的 无 限 素 除 
FMR PREP ARART PEK PRP EK OPER 
子 , 取 定 天 中 一 个 无 限 京 除 子 .人 ,以 ww 表示 下 对 于 OS 的 标准 指 
WR. EI ve K “二 ZZ, 则 对 于 aE€ 天" ,有 
tela) = evala) = Cg — lv (Ce). 
定理 1. 2.2 表 明 人 存在 本 原 M-torsion 30 # Ax, fE 48 v.. (Ax) =degM 


一 好 vrtAx) 二 tq 一 ]7ytdegjM 一 1) 一 1. 根据 定理 1, 2. 2 的 证 
HALA FS, 

51.2.3 对 每 个 AER, degA<degM, Wi 

ve lA = (q — l}(degM — degA — 1) — 1. 

特别 地 ,存在 本 原 M-torsion 元 素 ,使 得 (A) 二 一 1]， 

WBA 第 一 个 推断 见 定 理 1.2. ?的 证 明 . 第 二 个 论断 是 由 于 存 
ACR (874 (A,M)=1,degA=degM—1. | 

定理 1. 2.4 设 4 是 本 原 M-torsion mE. M K =k OE 
Sh A pa RB K = BC Ane) = RCA) ATF oY Sp EE 7 一 1, 从 而 
天 “是 co 在 天 中 的 最 大 不 分 歧 子 域 ). 并 且 分 解 群 Gal (K/K A 
J=({4,:a€F }. 

证 明 以 P Emon K 的 一 个 扩充 素 除 子 , 天 "是 ce 在 天 中 
的 分 解 域 , 则 ce 在 天 中 的 分 解 群 为 : 

J = idal A M) = 1, ,degA < degM,o,.(@) = 2#}, 
FEI =LK KT J=e=q—1. MR os EJ W oa SP, MLL 
oi (2%) =&, Fee SFA. 2. 3, 得 

(gq 一 1)tdepM — 1} — 1= val) = Vert (AK) 
= Dn (da(An)) = VALAR) 
= (q — 1)(degM — degA — 1) — 1, 
这 就 表明 degA=0,B) AC BS. BLL I= jioa CEF}. 
PRE At = ACA"), 对 每 个 Ae F; ， 


$1.2 R E f *。17 ， 


FCA t) = 6, CA! = Cady! = art, 
这 就 表明 KT DAA). 另 一 方面 ,4 在 上 上 的 极 小 多 项 式 为 ， 
few)= |] œn 


AE LRAD" 


= {| | | Ge — aa*) 


AG CAS OMI” IFT uE F 


= Tl wi ayer), 


AEREI)” ify 
所 以 a) 是 oe? :的 和 多项式. 设 GOS gu, ge RRR AE 
k 上 的 极 小 多 项 式 ,而 


degg(u) = degr ~ ne 
于 是 
q—1=LA:AT] 2K ACA) = Tha EI 
BM) 
T deg gu TITL 
所 以 K* =R CAT), l 
DM) | 


根据 定理 1. 2. 4, WFC RR TTo 天 + PIRR T g 

个 无 限 素 除 子 的 莱 积 为 ， 
Ox = aN Py Pr, 

面 每 个 47 E Kk Ay) PSE SSI FF = FO' Sig). 对 
于 数 域 情形 ,有 理 数 域 双 的 无 限 素 除 子 在 代数 数 域 K 中 的 最 大 不 
TE -TRE K 的 最 大 实 子 域 天 :一 天 介 员 (其 中 及 表示 实数 域 )， 
例如 分 圆 数 域 OL, (Le) KE F OC +E. 类 比 
<P ee Pa & 

定义 1.2.5 BK —2O |) PRES BGR K =2(Ay) = 
RAH KA HE FH 

AS Te Ja vy 16 2 TB es g RA fe BE. 一 般 地 , 设 大 是 以 下 ,为 
BRR RRM WSR TCK HA K BARR 


a] 第 1 章 分 圆 晒 数 域 


4 一 局 人 7) 的 有 限 可 分 扩张 .大 的 整数 环 Ok BUA R= PETHE K 
E ME DALE,» TEIE Ok 的 单位 群 ( 有 时 也 称 作 K 的 单位 群 ) 表 示 成 
Ux. AADA A R ERE D REE ERI torsion 部 分 为 所 ,而 自由 
BAHE r Foo p | 在 天 中 扩充 素 除 子 的 个 数 减 1, 于 是 
Uk = F x Vn (B®), 

其 中 Ve ER r 的 自由 阿 贝 尔 群 .Vx 的 每 组 基 都 称 作 K 的 一 个 基 
本 单位 系 . 一 般 来 说 ,寻求 K 的 基本 单位 系 是 一 个 重要 而 又 困难 
的 课题 . 

对 于 分 辆 函数 域 天 一 4C4w) ,我 们 以 Ux UE AMER K 和 
K! 的 单位 群 , 则 UE 是 Ux 的 子 群 . 由 于 co 一 | 7) EK 和 K+ 中 的 


TERRE AYE By s= EP. 从 而 Us 和 UR 有 同样 的 tor- 
sion 部 分 F; ,并 且 自 由 部 分 的 秩 均 为 ;, 所 以 

= LE 
是 有 限 的 . 为 了 以 后 的 需要 ,下 面 计算 Q M. 

9j 理 1,2.6 i K=£(Ay) 天 一 下 CT 则 当 M=P" 时 {其 中 
m21.PHER=F,LTIP RL RW A SMH). O=1. 否则 ， 
Q=g— l. 

证 明 J= ioa E F; Eo K 中 的 分 解 群 ,所 以 对 大 的 每 
FOR RBR FE So. (P= KH K?). 现在 令 g BREE 
Fe 的 生成 元 , 则 J 是 由 ce 生成 的 3 一 1 阶 循 环 群 . 而 对 每 个 eE Ue 
AK 的 每 个 无 限 素 除 子 更 ,有 


人 | 
E 


Ue = we OE)) 一 Vin CE) = Vac ten CE) 一 Vn tt) 


= vp ke) — v lE) = 0, 
而 对 天 的 每 个 有 限 素 除 子 名 , 由 于 EUr, AMA 
val SE) = 0 — 0 = 0. 
E 


这 表明 SS Er. 所 以 我 们 有 群 同 态 ， 


$1.2 A B + " [6 


Pn FE, he} = eke) 


由 于 
EE Kerg ec, tE) = ee ec K' NU, = UE, 
可 知 Keryg 一 UX. 于 是 有 和 群 的 单间 态 Ur/Uk—F; #B. 
= (Un. UL) = Hegli. 

WI M=. AT P EK PSS Mie K+ Pas 
全 分 歧 . 设 Ht P E KT PRE EMA EUr Pt E 
Ki Ce Pisce IR. AA Me O= Me EUEN e 
Kea’ '~ SCE KT Lae SAR. a a'e (mod SO HAD 
AR AY AE Ke) OR Sp. REA KK! Ce) = KBP eG KIN 
Uk 二 UK. Ai USU BP QSL. 


现在 设 M= | | P; ,其 中 32 ,而 PP 是 RR 中 不 同 的 首 
LAA 2) SI el Siae). o ABA M-torsion TE. 我 
WIEHE AC Uk. 为 方便 起 见 ,以 AL RRP AIR M-torsion 元 素 
构成 的 集合 . 则 在 上 的 极 小 多 项 式 为 

fuu) = | | G@ e- 


A 
Ze Ay 


于 是 Nea Gost ful. 另 一 方 而 ， 
u“ = || t—2@) = [{]] tu — a) = REME 
ef Ay, Mi Mf 本 N | Af 


a ef A, 


其 中 NN 过 JM 的 所 有 首 1 多 项 式 的 因子 ,利用 Mobius 变换 可 知 
futu) — | Ta >“ ， 


ML 


其 中 KM 是 如 下 定义 的 国 数 :对 于 只 中 每 个 首 1 多 项 式 M， 


] ， A M= l; 

uM) = fc. LM REPRE 1 不 可 约 多 项 武之 积 ， 
0， GM. 

与 通常 的 Mobius 函数 一 样 , 可 知 当 deg MEt, 24 (N) =0.F 


FA, 
AL 


= 20 。 第 1 章 4) Bi op or a 


Sula) = Tl ann 
N | sed 
由 于 多 项 式 u” SEF u 的 最 低 次 项 为 wz 于 是 


- ALN} - 
fu(0)= 区 一 
可 | 上 Ni 


1 l 


= TT ET PePe) — rf Pora) 


=t 一 和 
一 Pi Pa, 
ATP CER g2) 
| l 
r = 一 Dj ee Pt] “eul Pa) = 0. 
r= i eo 


因为 之 zkP) 一 1 一 1 一 0 类 似 可 知 rz 一 … 一 rr 一 属于 是 Nia CA) 
= t/u D= 11. 这 表明 了 AEU. 
由 于 1 Ase At E K+ 二 有 ("1) 上 向 量 空间 天 一 (0) 的 一 组 


基 , 知 每 个 aE Ux 可 唯一 地 表示 成 

£ 一 Sa E Kt. 
由 于 bae) EF: ， 
P] be=o,(e) = Sagi 


因此 ba; = aig' OKS 2). ALA AE — BY i E abe, 
m ji 时 ,ea, 一 0. FE esar, i a & Kt NEk =U., H F 
OSS DRR F US RR Uk ME UE Bg —1 Pe 
AUK OOS Sq—2),F2 Q=LUc Ui J=q— 1. SBE. | 


$1.3 除 子 类 群 和 理想 类 群 


KAZ k=F TOK ARP ROSA K BOR RR F, 我 们 
以 SS. (Ka K FC RRF BO SS-=S/ KER K 的 


$1.3 TÆPA +2]: 


ARASH TS=S..US, EK 的 素 除 子 集合 . 对 于 每 个 :22 
Ees.thu. Bas K K S-adic 标准 指数 赋值 ,mv CK") 一世 
Oo= {eK ,v- (20) A oe KBR. a OO. 的 
唯一 极 大 理想 仍 记 为 P., M Kan P & F, HARP RK. CK. : 
F ] 称 作 素 除 子 P 的 次 数 , 表 示 成 deg”. 特别 对 天 一 上 的 情形 ,对 
于 不 的 有 限 素 除 子 了 ,这 里 所 定义 的 degP A SRA PERAE 
一 致 的 . ret 2 的 无 限 素 除 子 co,degoo 一 1. 一般 地 , 设 K HER 
FPR PRR PRP. SC S/P) Bam P HTF PHS 
次 域 的 次 数 , 即 ACP) =L ake] I 
deg: # = [K a; F,] = [Kike ] žr: F,] = fC /P degP. 

以 大 RETA RERET AAE VRAS A aP N REPRE K 的 除 子 

群 , 表 示 成 DK) 其 中 每 个 元 素 可 唯一 地 表示 成 : 
A= |] 2 -CRRRR) Cn. EZ), 


YE SCK} 


PRIE K 的 一 个 除 子 . ABR OU ek 
deg = > npdeg®. 


映射 deg: D(K) -> Z (整数 加 法 群 } 
Je FF KA] AS. 可 以 证 明 这 是 满 同 态 ( 即 居中 存在 一 次 除 子 ), 核 
DtK) 二 kertdeg) 是 DCK) 的 零 次 除 子 构成 的 子 群 . 进而 ,对 每 个 
元 素 a 天“, 可 以 定义 一 个 除 子 

dive = | |2”, 


称 为 主 除 子 . 可 以 证 明 degildi) =0, THA HEA 
div;K* — D°(K), 


它 的 核 为 F7. 商 群 


Ù 
ceg — PK) D'K) 


diviK*) PEGO = EK 

分 别称 作 KG FRM RAS T E COPAR 
K 的 一 个 除 子 类 , 每 个 除 子 类 中 的 除 子 都 有 相同 的 次 数 ,我 们 就 
你 它 为 这 个 除 子 类 的 次 数 , 利用 Riemann-Roch 定理 可 以 证 明 


+ 22 - ait 4+ Awa & HH 


CK ESRA RHE EA ACK) = COCK) | 称 作 K 的 ( 零 次 ) 
除 子 类 数 . 
K 的 每 个 有 限 这 除了 于 是 Ox MRAR IEF REN), H 
K 的 所 有 有 限 妹 除 子 为 基 , 神 成 的 目 由 阿 贝 尔 群 ,就 是 下 的 分 式 
FAA HE RA DO c ER D(K) 的 子 群 .而 主 分 式 理 钥 的 全 体 
PCO) = {(a) = Oka © K'} 
是 DOOD WF HH. BR 


Cx) = BO” 


POK) 
E E A BR Boy D REF, PRIE Ox( 或 外} 的 理想 类 群 , 它 的 阶 ACO) = 
COx) | 称 作 On CR KOA Se ae ER. 

DAKO ARR TASER eR RIES 
DeK). & 


DUCK) = DUK) 0 DK), 
WY div (Uo E DL CRA FR. Oe 为 下 的 所 有 有 限 素 除 子 次 数 的 
最 太公 因子 ;4d AK 的 所 有 无 限 案 除 子 次 数 的 最 大 公 因 子 , 我 们 


有 群 的 正 合 序列 
DKK) #4 DUK) 7 
Om Givin) PE HO Ry PE Ow? 


DCO) de pF 
T POS [ed ” 
FO g AARAA div Uo = DLK div KONS HE 
fi 无 限 部 分 ”, 群 DS, CK) /div OO BP RYE Ok (或 K regula- 
tor ,表示 成 


| DEK) 
R(Ox) = Poa | 
所 以 由 上 面 正 合 序 列 得 到 
ROORO = hK) ed o hy L, 
red Ceci} 


可 以 证 明 (e, 四 一 1 这 等 春 于 天 中 在 在 1 次 除 子 ), 子 基 最 后 得 到 
RCO ACCOR) = hCK)d, C1. 3.1) 


Ame 


$1.3 除 子 类 群 和 理想 类群 733. 


其 中 4 JE K WPA ACR RR PORE RAK AH T. 

%t 4) A RK = FAW) K 的 每 个 无 限 素 除 子 之 的 次 数 
过 为 

deg = f[(Pfoojdegoo> 二 ] (定理 1.2.2), 

FE d=). BACK =ACOIRCOe). IST K AHTI Lee), 
L 中 的 无 限 素 除 子 也 都 是 1 次 的 ,所 以 也 都 有 CL) 二 有 (O43 
XRO). 

ERTA RO oH SARER A H ES RORA 
regulator {RAB 4$. 

引 理 1.3.1 i kF, (T), K/k 是 有 限 扩张 ,s 二 Se KOA 
K 中 无 限 索 除 子 的 个 数 ,r 二 5 一 1 令 we SEK 的 全 部 无 限 
索 除 子 ,s ,6 是 天 的 一 组 基本 单位 系 . 由 

R(Ox) = det (va (E Deue) 的 绝对 值 . 

WHA Sd, dega; (lis). Mite co.e, EE jpj eS [A 
R 的 标准 基 , 其 中 e 的 第 上 个 坐标 为 1 ,而 其 余 坐 标 为 地. 考虑 群 的 
单 同 态 

LDU CK) — R, 
f(a) = hit Adun (0d) 


= Stave, 
i— J 


则 象 集合 MORE & 的 超 平面 
H = ilana © Ria, ta, +e +a, = 0} 
之 中 .注意 及 一 Te 及 ,于 是 
RCO) = [EDCK) divi.) ] 

= (CD. (K))f¢div(' xn) )] 

= fdd (K)) + ¢Z:diCdiviU,)) + eZ]. 
上 式 右 端 两 个 集合 均 为 R PR s 的 格 . 前 者 Led CD. K+ 
eZ Z-HddeUisi<nN Mes RA Ladd (div) +62 F 
Z- 基 ec, 种 


。 24 。 Sle Aw Re 


dd) =d, > iw. Cede (US i<r). 


i= | 


于 是 
ROO = LLL] 
Ue (Ej), ey De (Ei), dive (E) 
~ eet Un (Ed, tts Ue CE), dre (E) MAEN 
Ü, sony 0, ] 
= det( v e Cie ) 的 绝对 值 . 
这 就 证 明了 引 理 1. 3. 1. l 
S3 1.3.2 设 k= R(T), K =k Ar SEO = 1, Hi 
ROK #78 KH regulator, Jl 
R(Ok) _ 1 — 1Y, #M=P*, 
R(OK) C9 一 1y *, RM. 
证 明 ”以 tO Sir tD K A K HR 
RRT PE = MS lel e Me’ e Sap Rl KM K 
的 基本 单位 系 . UE CU 可 知 


一 p [ej +a, €E Z, 


H FU: HU: 的 torsion IE F? ,因此 
[Ore Uk] 一 detta, |. 


但 是 引 理 1. 2. 6 已 经 算出 
[Ux er = Q = 


1 M=; 
9 一 1， 否 则 . 
再 由 wz (ef = Cg— Duet (et ) 便 得 到 
ROE) = idetto + (et )) ec, | 
= (g — 1) "|det(v.. (87 ))| 
= (q — 1) "Idet(w,, ke + [det Ca,;) | 
= (g — 1) "Q KÖ) 


#1.4 Ppl AC oR ig + 25 。 
FY JE Bl 4 S| FB. l 
$4.4 阿 员 和 尔 图 数 域 


每 个 分 圆 医 数 域 ECA RI T R ABE k= FCO RI E D RE R, 

所 其 
T = k lAn) 
Zé k POROM U RER HP M i R=F,CT IP ea g 
式 . TP ERIE k PHRA T 的 选取 . iR TO R 
JCA M BY SSA HB BY & pB OL RE Kri EAr A 
ik &F,. = F,..C7 > thE & By Ol eR i, Hp Fo = U Fe. 1974 
年 ,D, Hayes! 利用 类 域 论 证 明了 这 三 个 域 的 合成 
k= 天 天 

WE k 的 最 大 阿 由 尔 扩 域 , 也 即 二 的 每 个 阿 由 尔 扩 域 都 是 RT 
域 . 所 以 在 研究 上 的 阿 贝 尔 扩 张 时 ,分 圆 函 数 域 的 子 域 起 着 基本 的 
作用 . 

在 本 书 中 ,我 们 把 分 圆滑 数 域 CAw) 的 子 域 久 (过) 称 作 阿 由 
水 茧 数 域 ,而 满足 尺 性 kCAw) 的 次 数 最 小 首 1 多 项 式 M REM 
RIR K FF eA A Cond CK). 

SBF RHE ACA YE GO ER 

G = foa: A E CR/(M))" } 

等 同 于 (&ACM 和 .从 而 有 限 阿 贝尔 群 G 的 特征 XxX( 即 XxX 是 G AUR 
tae BE OC” 的 同 态 } 也 看 成 是 群 CR/ACMD))' BREE: x C04) = CAD. 
HCA ADALET, HE ZCA = 0. BA Z/mz 的 情形 ,我 们 也 把 
CR/CM))>* 的 特征 称 作 ROBE M 的 Dirichlet 44 42. ERT M 
HF AL, 

it XH RSF TILA M 特征 .如果 MM 存在 首 1 才 项 式 因 子 
N degN<degM. FH AR N 特征 ,使 得 当 AER, CA, M)=] 
MPLA =X CA), ME x EA XA. H E y 称 作 是 非 本 
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fe at fe. 否则 ,xX PRAY KR AF it. [a] Z/mZ TIE +E R ER OM 
每 个 特征 xX ABE HME RY N AUR RPE 六 所 诱导 的 ,我 们 称 N 
Ay iE XY 69 EF. ea Cond (ys Fy. i x PRES x tae o 5 
Re AF iL. 4 YER M ARRIER. S FoM, =X 最 后 ,我 
们 以 Yor aR M AFAA WE BEAT RET AER, 当 (A,M) 二 1 时 
X(AI=1. FMC AIH 0. FF, = 1. 
现在 设 K ABT 01 AR eg IR Ke Ay). UE ET 
K 对 应 于 Gal Awd /29 = CR/CM))" MERE 
Ex= {A E (R/(M))* oala) = a 对 每 个 a€ OK} 
= Gal kA K). 
于 是 Gal CK k= CR/CM))* /Ex Mit] Gal Kp RI ty PPE E 
Boe REE YC.) = 189 RM PAE. SARE Gal (K/4) AFF 
(Ei Wie PRA OK 的 特征 群 ,并 且 表 示 


k( Aw) l ! 
| n A K.A GLOK, ill Ek S E., MA M 
i ii LOK. PERE 了 一 工 是 保 序 的 ， 
(RICM) 设 M= | [Pe M 的 分 解 式 , 则 


(RAIMOV & | [RAP C. 
所 以 R .上 每 个 模 M 特征 可 唯一 地 表 志 成 
i= | | Xe 


其 中 xr 是 模 Pr 特征 . Son Fi 一 上 LF; REFR OL A es Beh KC 


kA E XSKH K 的 特征 群 . HET ALR SHR PLS 
Xp= {XX © X) Y = {XE Xx (PY #0}, 
Z= {XE YX CP) = 1). 
我 们 可 以 用 X. HX OF REY FZ HAIR PEK PA 4 a 
形 ， 
定理 141 以 ez 分别 表 示 产 在 阿 贝 尔 函 数 域 RCS 
&4a7) 中 的 分 歧 指 数 .剩余 类 域 次 数 和 分 解 次 数 , 刚 


$1.4 Bal bt ace Behe 27s 


(Des |X; KEA PE K PARA a eB RPE: EE 
YE XA x’ CPO =0 CAI PIF). 

(2) Y MZ 3p alla K BS TATE aA op A a FF ER. TE 

e = [Xr], f= f¥:Z], g= İZ]. 

WEB OD 设 M=P"NP UND = ln Ri Am Fitt 
张 图 表 如 图 i. 1. 图 中 每 个 域 的 特征 kh Aw) 
群 均 看 成 是 CGA) 的 特征 群 CRY 
CMD O BTR h F LSK A) | S 
EADAK HARTA LEa AIA F 
ECAD Ml K =X 4 at t E BR. k 
Hf 图 1.4 

L = (CCR/CN))*)°,X) = CR/OND)" X Xp (BR). 
FTE L= ADF, HP PCR Ap), F = X>CR PA. i eee 
AR). AT RCA BED FR W, ee WOE P EW 中 的 分 歧 指 
数 , 则 

e= eK) = e(l) (AF e(ACAy)) = 1, b= &tAN)K) 

=e(F) (BEF L= AIF, e(kCAy)) = 1) 
LP :2j CHF RP kA Mi DEEPESH) 

= KF = |X|. 
BEM +P LEK PRS | Xp tb eene E XE XS AnS 
FRE XOX WEB x (PP) 一 0. 这 就 证 明了 (1). 

(D 设 厂 为 天 的 任 一 子 域 .由 (51)7 知 : 

PEW prikket rew, h r (PO 4O0OW CY, 
这 就 表明 了 ORT RY Ft PE OK MP A SR a EF K COD HAE DD. 
于 是 


L=K (An?) RLA) 


Y = K re =[K:K,]] =[K,K;]} = [XY]. 
ee SEP EY, AX CPO SORT HM Fx|N. 所 以 XX 是 由 一 个 确定 
的 模 N 特征 光 所 诱导 的 ,并 且 (XY 0' =X. BA m kA Æ P 
ft AC Aw) PAS SRK AS MG F., TE K Sk An). 以 下 bp 表示 也 在 
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K 中 的 分 解 域 , 则 有 图 1.2 所 示 . FT A DERN D 的 子 群 ， 
a} Sl XT i KR, A Ko. 这 时 KK; PRE BECO R/ OND)" O RE Y' 
一 {XY :YEY}. 由 于 


Gal(K,/k} = (R/Y /D = a 


ALA RTE Y EY = COR/CN))*/DDS, 
X 为 Gal (Koji) 的 特征 oy CD/I) = 1 
SP = 1 (AA DI 是 由 or 生成 的 循环 群 ) 
Sox’ (CP) = 14x € Z. 
于 是 大 np 一 2 从 而 了 一 [K;:Kpn]=[Y:Z], EZT IZI. 定理 得 


证 
k( Aw) {1} 拓 似 二 可 讨论 二 的 元 限 素 除 子 co 一 
| | 
K; 7 (7P ER DUKE RRK CE A) E 
Ke DO DM FORE RA) SH RS BE 


| 十 ox 
i RIND) TR AACA) TESSEK 中 的 最 大 
D A of T ERD A KKN 
1? kAd". FOE Kt PRE K 的 最 大 实 子 
W, EBEE K 中 的 分 解 域 (由 于 f= 1). 定理 1,2. 4 给 出 如 下 


的 项 罗 华 对 应 图 表 ( 图 1. 3). 


EC Ay) C1} 
| 
K BC Aa)" Ek F, 

| 

K Erk? 

$ CR CAND)" 

图 1.3 
现在 引入 如 下 定 沈 ， 
定义 1.4.2 REIR M4 的 特征 xX 称 作 * 实 * 的 ,是 指 YURI = 
] ;否则 ,xX EREI SK Ah. 


由 于 


81.5 REER + 29 


Gal(k( Au) + /RY = (R/CM))" (FS 
可 知 2CAy)* 6) GE RE BA 好 的 所 有 实 特征 构成 的 群 , 而 对 
任意 的 阿 贝 尔 函 数 域 六 ,六 + 的 特征 群居 :就 是 六 中 全 部 实 特征 构 
RETH. <E K 中 的 分 时 指数 为 
e = [KK] = [(Ex F] Er) = [F} F} NM Ex). 
由 定理 1.2. 4 知 f=1. 于 是 
g=(K* :2]=K*=K 的 实 特征 个 数 ， 
我 们 把 上 述 结 果 总 结 成 如 下 定理 ， 
定理 1. 4.3 GA=FATOCKCACAY) eS e 表示 co 在 天 
中 的 分 虐 指 数 , 剩 余 类 域 次 数 和 分 解 次 数 ,Ex FC R/ CM) 中 对 
应 于 域 K 的 子 群 . 则 
E = [F; Fy 门 Ex], f= leg = [K-28]. 
FH g ST OK 的 实 特 征 个 数 ( 即 [KT 22). i 


$1.5 类 数 解 析 公 式 


本 节 给 出 阿 贝 尔 函 数 域 的 类 数 公式 . 为 此 ,需要 介绍 函数 域 的 
zeta 哨 数 的 性 质 以 及 它 与 除 子 类 数 的 联系 . 

mK 是 以 F, 为 常数 域 的 函数 域 , 则 存在 天 中 对 OF, RA 
R T AER K R= FF TOMAR AOR. 以 g 一 g( 下 ) 表 示 域 外 
的 本格 (genus),a, 表示 K 中 次 整除 子 的 个 数 ( 除 子 o= | L2 
PRE RR FH EENET Aono 0). RK zeta BE YH 


2x) = > ao. 一 20 
其 中 4 过 下 的 所 有 整除 子 . A. Weil 的 著名 定理 如 下 所 述 ， 
F(U) 
引 [ 理 4.5.T (1) Ze (UV) = Ga Gob’ ;其 中 ERUIE 


ZLU ]-# H degfrtU) ~ 2p; 
(23 ACK I=F xy (1); 
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(3) BAAR Zr) 一 (ww 了 Uy Ze T). 


这 也 相当 于 
F(U) 一 《 aU px | . 
由 此 可 推出 :者 


eft 


FAO) = die Ue, EO), 


aS 


vil co=1, Cop 一 人 s Cog aq" On (Osa. ng). 


ÈE O 
(4) EFOD = | la-wt) EF w ECN 


w= vo Org). J 
现在 利用 引 理 1. 5. 1r U OR a IRA) zeta pa A AER FB 
数 公式 . 
定理 1. 5.2 Tk F(T) ACK CACAy). MO RR OK 的 
每 个 特征 XX, 我 们 用 di 表示 xX 的 导 子 F 的 次 数 .以 Ra K 
非 实 特征 全 体 , 天 + 为 下! 的 特征 群 ( 即 K 的 实 特征 全 体 ). MUR, 
表示 RR 的 首 1 多 项 式 全 体 , 定义 
这 ，X'(4), 若 XE k; 
AH = ode Ae 
一 Ža X (4)deg4， 若 和 捷克 上. 
其 中 六 表示 与 X 相 结合 的 本 原 特征 . 则 
ACKY = [|| RODAK 于 | ACD. 


证 明 “我 们 先 计算 zeta RX ZU). 由 引 理 1. 5. 1(1) 可 知 ， 
它 有 欧 拉 乘积 展开 


ZTE 站 一 >S Ume -一 | | [1 — peer | — i 


a we SOR) 


= [|| (1-o yo. TT O 0 ) 


Pek th) eo SK) 


$1.5 类 数 解 析 公 式 =。 $1- 


(CUE 


根据 定理 1. 4. 3.00=| 元 | 在 K 中 分 解 成 
on = (HE wee OF, 
Bip e=(K:K' jl. g=—(K* :2],dep4,=1 daise), 于 是 


[| (1. uns || Uw )= a Uy, 


WES A) i= 


(1.5.1) 
Wy RT APR 2 BR EBB SP 
pele — eer) 一 II Ii 1 — Uit), 
其 中 尸 过 只 中 所 有 首 1 不 可 约 多 项 式 , 我 们 现在 证 明 : 对 每 个 ， 
有 
Lia 一 Pet ya [] (1 r CPU"), 1.5. 2) 
为 证 公式 0. 5. 2). 我们 以 oof? CBR PE K 13 #H=TtE 
数 , 则 
P = (PpP, deg®, = fidegP A ige). 
于 是 
| 1 一 Dee 一 (11 一 Eee (1.5.3) 


IF 


月 一 方面 ,以 天 A Kp 分 别 表示 PP 在 天 中 的 情 性 域 和 分 解 域 ,对 
每 个 XE KK 由 定理 1, 4. 1 知道, 在 X 告 天 ; 时 ，X' (P) 一 0. 因此 
[lO =x Ow) = [~ x au). 
进而 , 当 XE 太 时 ,入 (P) 一 1 从 而 当 六 ,中 两 个 特征 和 A 
于 对 子 群 Kn 的 同一 陪 集 时 ,Xr (Pome OP). w(K: Kp]= 
[K :Kp]=g' . 5 
[[0 L z Pwu [| a xX Paue), 


XE K EKE, 


由 定理 1. 4. TAES 


+32 ， Bie 4+ A wm 


K,>C*, Xex (P) 
WEA Ko 于 是 我 们 有 单 同 态 Ki/ Knc’. (LK: Kn] = 
[Ki:Kol=f' BRURIER x CPOE Ki/ Kn HAE SUPA 
同 的 S BAL ABR. 这 就 表明 
1 (1 — x Py) = 1 — Ure, 

YE K / Ky, 
于 是 

Ei x cpa") = 1 Ukr) 《1.5.4) 


由 (上 1.5. 3) 和 (1. 5.4)? 式 即 得 (1. 5, D. 
利用 (1. 5S. DEC. 5.2) 式 可 得 到 


za)= 0 — UT x aus") i 


yok f 
= (1 -—U)*|[ [LW x, 

re K 

其 中 
LU, D= | [0 x Pout") = Sox cause 
P AER 
= $a 00U", (1.5.5) 

式 中 


BOD = > XA) 


AER, 
deg A=" 


对 于 主 特征 rok ER LRA. 于 是 
LU, X) = D Um 一 Sav = 11a) 


AER, * Ù 
所 以 
26) = 11 UA — QU) [ELU 
xe K 
I# Y, 


再 由 引 理 1, 5. 1 的 (17 可 知 


$2.5 类 数 解 机 公式 * 33 。 


FUD = Qa Uy e [[ Lv,x). (1.5.6) 


X,2xe K 
AE WEAN : 4 XH XO A nd, hfe CO = 0. AIE, AE RR, dega 
之 dy: 则 A ay PE- Hh FE as E 
A= BF,+C, 
其 中 
B E R, degë =degA — dy 20, CE R, degC Sd, — 1. 
T 
ou 一 人 4) 一 DS) S PBF +C) 


AER, BE R, CER 
deg A=n deg = ny. ay dcgt =i, -1 
E 
H Lenk 
deg Ed — | 


后 者 是 由 于 rAr HAC AERE 的 完全 代表 系 . 由 此 
HRT LELE KN LU ,XY) 是 多 项 式 


可 -一 | 


x 
LUX) = YoU 
m= i 


{LA CI. 5. 6), APA Fl BSR Fe UR AA BRIAR. 进而 我 们 计算 
ALK) = FCDA. 当 是 非 平 凡 实 特征 时 ， 


de 1 


L.D = OM = SF xe). 


Tt me if} AE x, 
deg Acd y l 


由 于 XF; )=1, AFM 
LOD =- 2 rO = 


I AER 


ARLU, O/CI—-U ERT U 的 多 项 式 . HAREM 
可 知 


LU, MAC site 3 
IU 5 — a 一 一 D po = ACD). 
P=] ] Ui | n=l 


M Æ K 的 非 实 特征 时 ， 


"+ PIE 4 Al ew Be 


L(1,X) = So, OO = AOD. 


H= [th 


由 于 天 的 非 平 几 实 特征 共有 8g 一 1 个 ,从 而 由 《1.5.6) 式 可 知 
FeU)= j] KER]. T] tw.n. 


XAE Kt YE K 
这 就 表明 
AtK)= FG) = [| OD, 
tre K 
ACK')= || AÈ 


Tate Kt 


这 就 证 明了 定理 ]. 5. 2. | 
min ACK)/h CKT+) = | [acx? 称 作 阿 贝尔 函数 域 天 的 相 


aye FR REAR ACK). a 
系 1. 5.3 #K=k(Ay), r= oi W 
A(O) = 人 (da 一 D °, M= P*; 
AOK) ALK) (¢ — piz, a y. 
证 明 由 于 
ACK) = 


at 


ACK) _ ACK) ROK) 
ACK) A(O) ROP)’ 
再 由 引 理 1. 3. 2ER E. i 

1.5.4 (1) p=g=2, P=PLCDST +T +H] R= 

FL7] 中 不 可 约 才 项 式 .天 一 上 (Apr)》 R= FT). 由 于 [ 兵 ; 天 +] 一 
q—1=1,0) 9 K=K*t ACK =ACK') ACK) =]. MET E 
R/CP) PARR T. WCR PD 为 2 一 1 二 7 阶 循环 群 ,元 案 
为 (注意 T =T-+1): 

a= T, =T’, =] +T, = T+ —-14+7T4+ 7", 
a= ] + T°. 
于 是 


AK)= | [b+ 84+ 28 +64 64 6] 


re | 
ET ae | 


$1.5 Jer + 35 « 


= |fe +i +g =71. 
4 


wf 
了 


-] 
(2) peq=5.P=71° +28 R=F LT IPRA SHA. A= 
F(T), K =&CAp). W a= 1 +T 2-5-1 RARER 
CR/CP))* 的 生成 元 . 其 中 首 1 多 项 式 用 a Ra Me 
6 一 1 一 1 十 下 人 一 人 一 3 十 了 和 一 2 十 了 
aim A+ TF, 

由 于 天 PSC ik BE 24/(5—1) oirt ge. 可 知 
MK =— [C+ Oa ere +ey 


Pei 
中 


一 | 


=— | [C+ E404 846) 一 一 (一 1 一 下 
pei 
m=] 


另 一 方面 ,可 以 算出 
ACK) = PPE to +O ast 4 Fy = 26 BS 


7 


Hh 41.5. 35, a 
AOL) = 1. ACO} = AOL) + ACK) /ds = 53) 
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分 圆 单 位 


一 般 来 说 ,寻求 分 圆 图 数 域 兵 一 有 4 或 天 的 一 组 基本 单 
伺 系 是 很 困难 的 , 但 是 我 们 可 以 明显 地 构 作 这 些 域 中 的 一 些 单位 ， 
Hy A A-~ Pa IR M-torsion 元 素 , 对 每 个 AC CR/CADD' ,有 


AS fA = > x Te REF, 


MBX BE CR/(M))* 使 得 AB=1 (mod M). A 


deg B 
AFA’ — A A’ — 5| 


Jas- € R[A*] = R[A]. 
这 表明 AA EK 中 的 单位 .对 于 每 个 a€ Fi ,有 


z 


o CA ZA) = a (A) oA = aa" = AY 
aa A 
所 以 大 和 事实 土 为 天 中 的 单位 , 4 A 二 a 七 Fi 时 ， 
M/A= “mae Fy. 


所 以 我 们 考虑 由 集合 
$ 一 a Æ A E€ R,,dega < degM | 


生成 的 UK 的 子 群 CCK )》, 称 作 分 加 单位 群 . 其 中 每 个 单位 称 为 
分 国 单 位 . 有 限 生 成 阿 贝尔 群 C,CK') 的 秩 就 是 集合 5 中 独立 音 
位 的 最 大 个 数 , 由 于 |S|==|Ri| 一 1 一 生生 一 1, 它 等 于 UK 的 秩 ， 
所 以 集合 8 是 独立 的 当 且 仅 当 [Oi PSC, CK) RH. 当 S 


$2.1 Kummer-Hilbert 分 加 单位 孙女 AK 1) “376 


是 独立 的 时 候 , 称 3 形成 最 大 独立 单位 杂 , RE 8 2.1 中 给 出 
S 是 最 大 独立 单位 系 的 一 些 判 别 法 . 当 S$ 是 最 大 独立 单位 系 时 ,我 
们 可 算出 [GK ;Fi C, CK) RE. 

$2.1 中 的 结果 表明 :在 和 多数 情 形 下 ,5 TER K' HRAM 
立 单位 系 , 我 们 在 $ 2.2 中 用 天 :和 它 的 子 域 的 分 圆 单位 构 作 出 单 
MA, CM PERM 都 是 最 大 独立 单位 系 , 并 且 计 算出 它 在 于 
中 的 指数 ,在 $2.3 和 $2.4 中 讲述 Sinnott 分 圆 单位 群 , 对 子 上 
述 各 种 分 圆 单 位 群 ,它们 在 UK 中 的 指数 部 是 理想 糯 数 A COLOR 
辖 倍 数 , 这 就 给 出 CO8D) 的 一 种 代数 解释 , 在 $2.5 中 我 们 给 出 
h(On) ACOR ) 的 一 种 代数 解释 . 


$2.1 Kummer-Hilbert 分 加 单位 系 C(tK1) 


在 本 节 中 ,我 们 对 任意 阿 贝 尔 函 数 域 民 研究 分 圆 单 位 系 
CLOCK * DARE. 12 
k= F(T), kT KO kl, M = Cond(K),d = degM > I. 
4 Fi=Gal (4 Aw) KO A Gal kA SR MDO 的 子 群 , 则 
Gal(K/k} = (R/(M))* J/H Gal K+ /k) = (RIIM JHF}. 
WU. MUL 的 秩 均 为 
r= [K'; k] ~ 1 = (R/M /AF; | — 1. 
对 每 个 AE R/O)" Neag at ADE K C4) BD PE. 
RR RPA 1 多 项 式 A.A. A degA: cd), {EI A=1, 
Aoa A ERMD /HE* 的 完全 代表 系 . S 
E = Naati (ATA) (imrir), 
以 C(t 下 表示 由 sé 生成 的 ER 的 子 群 , 易 知 这 个 群 
CLK TARE RRA ALARA M-torsion GA 4 的 选取 方式 
无 闫 .如 果 C,(K+) 的 秩 为 rr 网 ss BK AK MRR 
单位 系 ， 
定理 2.1.1 在 上 述 记 号 下 ,又 令 


+ 386 2 ae Sp fy A te 


stK+}y= [i Ti x a. 


x, ere KT P| def 
则 
C1) se 是 天 的 最 大 邵 区 单位 系 的 充分 必要 茶 件 为 
e(K' )=0. 
(2) 车 ¢(K* 340, i 
| FUCK?) ] = g(Kt ACOs}. 
证 明 moo fe kA PA — TY RR OH. 网 AW F 
Sap AChR REET A 
oe 6,0) (AE R GCA, M) = 1,degA <d). 
MER RR R= FITIPR 1 多 项 式 全 体 . UY) RR YE 
kCAw) 中 的 限制 , 则 AA = a HEME. = Nias tin) CPIE 
KK :中 的 无 限 素 除 子 ,并 且 Pi =P = AN 34 
Ni A = A imod HF; ). 
所 以 4 OOS RE KS WSR RE F-. 
根据 定理 1.2.2 ABl 1.2.3, GETH M-corsion 元 喜人 ,使 
teu (Ad) =lg—1lKd—-1)—-LFFA MF AER, degA<d, YA 
Ue CA} = wn CA") = Cg — Did — degA — 1) — 
(2.1. 1) 
te mA) = vs CA) = vy fA"), 


MW 24 AXE KW (2.1. DR 
D>) CAMA) 一 一 人 一 1) D) xCAddegA, (2.1.2) 


AER, AER, 
dep Asa depas 


ttt BER,CE,M)=1, M ve (AŽD = mC AB) — m CA). 由 于 
AMAR fe RCA)? 中 的 单位 ,所 以 


div tA fay = | ] SA mA oo | 下 BT — mA 
AEH, AER, 
deg Asi d deg Ac 


于 是 
divg; ) = divi Nua nxt | A fA) } 


eu pel i PL 


$3.1 Kummer-Hilbert AA AiR CVCA TD -39> 


— mr 
II Ga t UAA, Ey AP 1 


AE R) 
deg 4 af 


i 


Dt CAAT CAFS i) 
7 i} ; i 
degA 
Dry 
7 一 1 P+ 
其 中 
m= DD) AADS mA S17 <r). 
G AEK, 
depA—d 


由 于 tre jen D (天 aS — #8 oe. By E st A AA 
div€e;) (layer Rf FIX AE ERA EA Ono). 为 了 计算 这 个 
方 阵 的 特征 值 , 带 要 如 下 引 理 ， 

引 理 2.1.2 设 避 是 有 限 阿 贝尔 群 ,上 是 由 总 到 复数 域 C 上 


的 函数 , 则 方 阵 (f Cor 1))。 -ee 的 特征 值 为 之 x(0) fo) EĞ). 


而 方 阵 
(fer!) — Flr. re 


的 特征 值 为 ZX(o) flo) (LEC. XM). 


证 明 见 文 献 L57.4 中 第 71 一 72 页 , 引 理 5. 2. 6. i 
Eo] FH 之 。 l. a 中 到 G—Gal(K'/). ii Ay =! Ay ett A HRE 
G 的 代表 元 素 ， PRI EX Í :G—C RA 


FAD = -> SD mA). 
q | AER, 
degA<id 
Ard, (mod Hip 让 


由 引 理 2. 1. 2 BS BE Om cs er r 人 特征 人 
-> 2, XC(A)m(A)= = X CA) mA) 


了 一 上 iw D AER, 
deg<id dete 
Awad HFS } 


,i 第 2 章 分 加 单位 


=— >) X(A)degA 


AEX, 
deg Ania 


(fH (2.1.2) 式 ) 
(%#xXE KH). 
引 理 2.1.3 设 加 天 XE 天 + d,=deg(F,), Ti 
> XCAYdegA = | > X (AddegA) [ [0 — x: P). 


AER, ET 
deg A d dente, 


WEAR 以 Poe P, BRIE P|M.P Y FARBA OL 不 可 
HEMA P.d,—degP,. H 
Dy XCAdegA= >) x" (AddegA 


AER, 
sen cna, 
= >) x (Addega 

AER, 

degA<d 

— Sox (PR) Ñ X (Addeg(P,AD 
i=} AEX, 

deg — at 

+ D UEP) > x CAddeg(P,P,A) 

] 二 AER, 


deg A< af -- d, - d, 
— eee + C— PY CP ee PB) 
x D>) xX CAddeg (PPA (2.1.3) 


AER, 
和 一 


由 Pi 二 Fe (1S) 可 知 Fy | PBS de Sd ~~ 


好 .因此 
S x CAddeg(AP,) = S* 2X(4)degA， 
AER, AER, 
deg Acid — d, deg A<id—a, 
2, Xx CAdeg(AP PD = D> x (Adega. 
AER, AER, 
deg A 


depa<a—a_, —- ane -本 


$2.1 Kumemer-Hilbere 47 if KR C, K?) 


现在 对 每 个 d ed, H 
>) x" (AddegA= (q — 1) D>) X (A)degA 
AER, AER 
degie d deg aso 
=(g-1)' >) DD x CBF, +0) 


CEE He R 
deg = d dagheid a 


r 
x deg (BF, 十 Cc) 
= (g — 1) ' >) > x (Cdeg(BF, + C) 
D H 


= (q4 — 1)! Sox" (C)degC 
= 


> xX" (Addega, 


AER 


A C2. 1. DAR 


>, XC4)deg4 一 ( X) x" A)degA) (1 一 Six WP) 
AER AER 


i for] 


deg At deg A< a 


+ > x" (PP ;) — ep Ce bx" (Pie P| 
[i 
=| > X (AddegA) JJG — xP. 
amA <i, = 


这 说 证 明了 5 引 理 2. 1. 3. ; 
往 下 继续 证 明定 理 2. 1. 1. 对 每 个 各 关 XE K+, ROS 


— ux (Adega. FAK = F] h(x)( 定 理 1.5.2), 可 知 


dec pr tE K 
E dy 
hE. BEH EO RERA 
RO Tl Co XP (AXE K+), 


i | i 
所 以 dive) (KIL) i Hh EAA CAD RE COn HR 
等 于 满足 a-r (P)) 的 Kee AE TR 


也 等 于 分 圆 单 位 群 C,(K* ) 的 秩 .特别 地 ,C,(k? ) 的 秩 为 7 LI 


+425 第 2 章 a MP fe 


Me (K ' 40. FFA eK OSOR, 
LD? (K+) .div(C, (Kt) = |degim,) | 


= | cool [a r cP» 
"| Af 


tex KT 
= ACK e( Kt), 
{E 
[DY CKRTY div(Ut)] = ROE) = ACK )/ACOR), 
于 是 


(Ui Fe CKRT)]= [div Ut ) div (K+))] 
= g(K*)A(OL). 

这 就 完成 了 定理 2. 1.1 的 证 明 ， | 

id 4 Cond(Kt)=P* 时 ,对 每 个 各 关 XE KK? FR E, 
mol, Ale x°(P)=0.80 e( K*O=1. MmU: FIOC.CK*)]= 
ACOR). 这 种 情形 在 文献 L35J 中 有 证 明 . 而 对 定理 2.1. 1 的 一 般 博 
形 在 文献 [?] 中 有 证 阴 ， 

下 面 给 出 gCK 的 一 个 数论 解释 .特别 是 可 知 a CK OEE 
i 8. 记 

stP)= |f arer»), 

MEEKI = | lece). & P E K+ REER RRA BE K: 
Al KKn, 则 定理 1.4.1 表 明了 : 

K,= {XE Kt cP) #03,K, = (XE Kt ix (P) = 1}. 
令 fo 和 ge PWR PMT 天 + 的 剩余 类 域 次 数 和 分 解 次 数 , 则 
[K;:Kp] = [Ki: Kp] = fp, [Kpn] 一 fr 一 |K pl. 

于 是 
gtP)= |] a- zm), 


MEEK, 


并 且 
gP) = s| Knl 2 20g8r > 2. 


RI Kummer-Hilbert FAEHAU") "la" 


当 gr 一 1 时 ,天 5 一 上 ,而 天 :中 所 有 特征 相 结 合 的 本 原 特 征 在 尸 的 
RAE fr 个 不 同 的 fr 次 单位 根 .于 是 
g (P= 4 | Cl—¥ ‘Py= Ll —-f=f, OC ge= 
By). 这 就 表明 
BCR!) OG 对 每 个 PIM, g, = 
—gtK') 一 | | fe. 


wm. # M= PN, (N, P)=1, W K;= K' fle Cay). 由 于 
Gal CK? /2) Rg AA OR / (MDD HF] 所 也 Ga (K/D WGEA 
(R/CN))* 了 万 其 中 五 是 所 在 自然 投射 
CR/CM))* — CR/CN))" 
之 下 的 象 . 由 于 Gal K1/Kn) FECR/OND)' /F Ap Eh OP AR aR ag 
fr WIEHE ATE 
ge = Kna = kK p = ly) 

= KIRAN) /FY Hr PEEP RE XY. Bx CP) = 1, 
WW X= Mes (R/CND)' (CFS AP) 只 有 平凡 特征 

€9(R/(N))* = iF Hp P), 
RP Hr POR AR Fi Hp 和 PP 生成 的 (RACN))' 的 子 群 . 综 
REE. RRA KHDR a, 独立 的 如 下 一 些 判 别 


法 . 
EH 2.1.4 WeA=F LT), kOKO Ay). M=Cond(X), 


f= | 


M= | |p: ,其 中 Pov P, 2M AAR A | 不 可 约 因 子 . 以 /和 
gi 分 别 表示 P EK PROM BRK BRK. 又 令 H= 
Gal C&C Aw) KRO (可 看 成 为 Gal (4 (Aw) /2) = (RAIMO OY EBD. 
LAA; Zoom H BRE 

CRAMO" — (RAM > CM, = MIPS) 


之 下 的 人 象 ， 
r= {RAMD T/F H| — 1 = [Kt 2k] — 1. 


" 14° 2 分 阅 单 位 


则 直列 三 个 条 件 彼 此 等 价 : 
(1) gUn K OM KP hae R. 
(2Qe2=1 QKI). 
C3) SREP F<), RAMD = CFS HP. 


当 且 仅 当 这 些 条 件 成 立时 ,gCK*)= | 上 |/，( 知 则 ,gCK') 一 0). 
H A ETF P, ERMD Fi H, Pa. i 
作为 定理 2. 1.4 的 一 个 应 用 , 则 有 : 
M215 S Kk Ay) WS 23 并且 MM 至少 有 4 个 不 同 
的 首 1 东 可 约 因子 时 ,及 + 的 分 圆 单 位 系 
(aas1 Æ A E R,,degA < degM} 
不 是 独立 的 ， 


证 明 kat a=, M= LL Pha tF M =M/PO ,我 们 
有 
(R/M, = FT CR/CP))* CRD. 
=} 


令 ! 上 为 4 一 区 之 2) 的 一 个 宫 因 子 . 由 于 每 个 (RAPID 都 有 ! 阶 子 
FE. 所 以 有 限 阿 贝尔 群 CR/ACM))' W Lerla, 于 是 
CR/CM,))° APS 的 i- 秩 实 2, 所 以 不 能 是 由 了; 生成 的 循环 群 . 因此 
CRIM DÆ PD. 由 定理 2. 1. 4 期 知 定理 中 的 分 圆 单 位 系 
不 是 独立 的 . i 

注 记 在 文献 L7j 中 决定 出 系 2.1.5 中 分 圆 单位 系 独立 的 全 
Bt E ea I ACA). 


$ 2.2 Levesque 和 Ramachandra 分 圆 单位 系 
率 节 利用 子 域 中 的 分 圆 单位 ,对 每 个 阿 页 尔 函 数 域 天 均 构 作 


组 最 大 独立 的 分 圆 单 位 和 .我 们 保持 主 节 中 的 符号 : 
k= F(T), kOKO Rk Au), M = Cond(K), 


$2.2 Levesque 和 Ramachandra 4} (Rj ti = Pr 


Gal LAOD = HC CR/(M))’., 
Gal(Kt /RY = (R/M /HF or = TKR] 1. 
取 A pt A, E A, ,degA,;<d=degM, fE (8 A =l, Apt’ A, Æ 
(RAMD /HF HA R e. 
设 A E— TE M-torsion WA , 则 对 邮 的 每 个 首 工 多 项 式 
因子 DtdegD<degM), A” ERR torsion 元 素 , 而 Aa Aip 是 


(Amin》! 中 的 {分 圆 ) 单 位 , 从 而 Maca tect CAPA yi) 也 是 天 + 中 
的 单位 . 更 一 般 地 , 令 
y= DE R: OIM, DÆM}, 
而 如 为 nu 中 任 一 非 空 子 集合 ,出 
E = 6 (4) = Nacagtact( 了 pars?) (sir) 
few 


(2.2.1) 
Pg KT 中 单位 .我 们 把 635 称 作 天 -关于 & BY Levesque > 
融 羊 位 条 ,因为 它 是 文献 [45] 中 Levesque 对 于 数 域 情形 的 单位 系 
在 函 数 域 的 模拟 . RC KOR RH 6 (20) AKILO RY 
UK 的 子 群 .这 个 群 和 本 原 OM-torsion TE 7% 的 选取 方式 无 美 . 当 
=. CRED BUR C.K). 现在 我 们 决定 何 时 
ef USSE ARAK E R. 并 且 当 它们 独立 时 ,我 们 计 
WUE oF; C,(2.K*) 6548. 
定理 2.2.1 在 上 述 记 号 下 ;又 令 


m- TI = ah 1— x o»), 


I rE K? aa 
出 
(1) AVA e(%) 1 委 ir) 独 立 的 充分 必要 茶 件 为 上 204) 活 
Ü. 


C2) 当 2 和 尖 有 有 时 ,BE 二: 现下] 一 六 5 下 (CO 本) 
正明 R2 Hk An PPA RR. MEZEA M-tor- 
sion JER A E ve (A)=(g— 1) (degM~1)—1. FA WET AE 


TEE 第 2 香 4S iv 


R depA<idegM 1% ve CA} = (g— 1) (degM—degA—1)—1. Xf 
R/Ci) 中 每 个 元 素 AGB m(A) =v). 以 POR P EKO 
的 限制 ,而 令 

Py = 6A) (Pt) U<j<r), 
则 对 于 由 52. 2, DRE MMe =e (PO EU ,与 证 明定 理 2.1.1 一 
样 地 得 到 


dive) = | | {2A} acigr), 


FA Gd d-=dezM) 
my = (DD) >) >) GnlAAl'D) — m(AD)). 


Aex, pes 
deg Axil 
A A EEE 了 


RITR PHEA 
| det C7, ic er | = AKIP), (2. 2. 2) 
SF Je BD 7 ce BB 2. 2.1. 为 证 {2. 2. 2h, RES] 2.1.2 PRG 
= Gal(K' k} CASA A, BKB REREA). RK 
f:G>C 为 
f(A =(@-D' >) Sm(lAD), 
ACR, PE 


deg A~<d 
Ax A } 


便 得 到 
detom = Q D [J X X X4) DS mAD) 
feo 


rere kt imo AER, 
deg Ad 
ABA CHE!) 


@-1)>" [| > xA > pm CAD) 


| 


nre Kt AEK, ne te 
° dega 

=@-D" [I Ð xXx) OmaAD). 
TE kt AELRAMY:® De sm 


(2. 2. 3) 
现在 我 们 证 明 以 下 引 理 ， 


ici 


$2.2 Levesque Al Ramachandra 4} [Ml fu f: - 47 ， 


引 理 2.2.2 DEM. N=. x RM IED 


`> ¥(CAIImMCAD) 


ae THA 


(PM. Y) yeBymcBDD, PAN; 


He tata” 
O, 否则 . 
证 明 将 上 式 正 端 记 为 当 瑟 二 NN 时 ,存在 BER,(B,M) 
=1,8=1 (mod N). {H1 YCB)Æ1. 由 BD=D (mod MW 知 
L= >) X(AB)m(ABD) 


AER cM 


一 ` XCAIN( Bm (AD) = XBL, 
Ae cas tM” 


AeA L=0. 44 FL] 时 ， 
L= >, Dp B+ CN)m(D(B+CN)) 


degi dee gd deg 


eH | Che tw May 
o x -1 PAT) 4 
= Xm (BD) DI = BUN) > XUDmBD), 


这 就 让 明了 引 理 2. 2. 2. 
将 引 理 2.2,2 的 结果 代入 {2. 2. 3) 式 , 便 得 到 


deta, = {yg—1)" || >, EUD >) X€AmCAD). 
yere kK aia D| VER, 
i Fa > BE eg af egi? 
_ | M 
之 ， XCA Im CAD) = ` XCAIL Cd — degl AD) 
ABH ， È 
degt- af legi? dadea. degi) 


—- Pig — 13-1] 
一 一 人 一 1) >, X(AdegA 


i 
deg a -adegit 


= fg 一 1)| | ES. =- PLPR OO 
| yf 


Pig 


TEE B28 4 iP iy 


(S| 2.1.3). 
于 是 


>, M Lj Ja- xP 
piriz 


detem = [f AOD 


= hK NA), 
这 就 证 明了 (2.2.2) 式 ,从 而 也 完成 了 定理 2.2.1 的 证 明 . | 
FATE RME u BY RETR RR a A, COA. 设 


M=] | Pp ,其 中 Pie PM 的 不 同 首 1 不 可 约 因子 . S L= 


l2‘ tts LL 的 子 集 合 ， 
Jom VC LEY AYE Kt HB CPD = 1)， 


定理 2.2.3 对 每 个 集合 /./,cIChL. & 
Cf = CACTI) = M, = [PZJ IEL}, 


rE l 


则 - 
(A= || [per9 tine (P;)) 


~ 4 L ved 
Itre 大 PIF, 


x [Ja -x Py) #0 


EL. 


证 明 ”由 定理 2.2.1 可 知 i(2) 二 |] iOO, HP 


X= rE at 


i= >, [P> ppo- (P,)) | 
Fi M, - 


=( TT [a-r CP,))) 2 em |] a-e]. 


BM, f 


令 J Ste JOP) #0} = ETP. Y Fy}, 
则 当 7 和 J 时, 易 知 Fy {Mic HAY ISS Bt, 
jfa eps 一 (P;)), 


j&t F 


于 是 


$2.3 Sinnmowt 4) E] % f HE ET 


A= {| xP] 


wer af 
x Dil lec) | ax aad) | 
ro ref re J — f 


= I | a — x” PD [COP +1— XPD) 


= || ca-x cP,» |] @a +1 ox (P,)). 


+ 一 
r Fr, 


由 JZ FTA (KO. AT ECOLO. BUT uk PH FE FE 2. 2.3. i 
FF HE. AR =F, RR ST k AO BY EP SE ey OL R- K AS 
#l| ~-- 2 Be KR is SP BB FH Ce, oe), 


(Sa M= [[Pr, L= {1,2 ,1)) 
i=] 


= Necat | | J aXe K Am | | 
rt 


组 分 圆 单 位 系 是 数 域 情形 Ramachandra 单位 系 ( 和 参见 文献 [57] 
中 的 定理 8. 3) 的 模拟 . AU CK r ERR HARAN AE GI RE., 
pi 
LUC F7 C, CK Je] 


= ACOs) Hi [Ier D +1 xP). 


+ py 


$2.3 Sinnott 分 到 单位 群 


固定 FLL JP a 1 BI MSM), d=degM 1. 
k=F, T), K =k Ay). OT FAIR M-torsion 70 A, $8 2.1 中 的 结 
Ae He AA A ATA: CA, MO = 1) AE Oe OY Sp A fe BE A KY BE -D F 

= ORD = EK! :4] 一 1. 现在 我 们 考虑 一 个 更 大 的 群 . 令 忆 是 
H F; Al Ay=Ayw—{O}ERM BY K* GORE TH. 我 们 把 
C=P UU, 


«ote Bo eS fe) FE fe 


frit K [的 Sinnott g E -Æ tè Be. PERL. a HEP AE AG AP gg 世人 一 
Gal (K/A) EC li Pe UO. oh OME Mo 
45 Tt ch A -f- A" FA a M -torsion goa. MAD PE ep eG. EK 
YT Se ACA PP GP E.R CORE K AE k i 
Ha ROA AR By RAD BE. Sinnott © P 1978 Æt Fa B 
域 OOBE T FB LY BE. ER T HATET m2 EAE EP LE 
PEP fa By A AIRAS FELT SEK ak PhS RET A AR SU 
的 情形 FA Sinnott 的 方法 ,alovich fl Rosen “FE T Mit 
算 ,得 到 了 如 下 的 结 

定理 2.3.1 Be RRM ARI 1 ATP) Fi PR. 
UU. AK = ki A A ER =P, (TDC JE EE E Z HSin- 
nott ay BSR iz PE. 则 

[EEC] = ACO Cg ~ 1). 
RP eo lajao m g2 Hau? Nle. 

EI SU SUr, C'ECNU', Y pi RUSE 而 当 
gA, RERA AECL. LAA eal E U TU ga RB 
Rolu sqei WF ACC MARIL AU =U C 于 是 

ech LO Ce) = fe cau) = Teed. 
F e i BIHE. C ade 8S 21 har vg F CLCK' n ot rxy 
情形 ,定理 2.3.1 ERME y CP 2. 1.1). 
定理 2. 3.1 的 证 则 是 通过 相当 精 如 的 计算 .我 们 将 在 下 他 完 
这 个 计算 , TEPC ALO HE ZOJ 我 们 还 需要 考查 它们 
ae fT RBA PY. AP T G=Gal(K /20 M9 RE FB Aid 
sCif} = >o E ZG], 


FHA l 
M= | Qed, = = degQ,. M, = 5, 
Bist QQ)... Æ M RISES Bo RARP. 
引 理 2.3.2 (1) At fee r, iy 


$2.3 Sinnott ri Ppa? E + | + 


e E CH = f, a E Fe" =], 
HA J= iaa E F; ; 


(2) pr | 上 [Qe EZ). 
1 o] 


证 明 (1) FFE CHP W e SN (OCF; (HEMT P 
的 等 个 牛 成 元 BE 下 JAg. EU 所 [中 的 首 1 多 项 式 . FR 
eS) MZ, E ee ME aE PUESC. 

WE CF] Mase (HL. Bem 1 HRP A 
ge Eko p RHA ROSH Aa Be Pa at a eM = +1. FR 
ee K" torsion THEA FL. Fitecr;. 

C2) Rei PAR F A AG 生成 的 . A Pe FL A XO = 

=1CA A a DIED = |G). eC AL. oe AAU 
N-torsion JOR NIMS N AEAT BB SY SIR RE, x 
为 单位 ,于 是 Je 一 1. Be NSR 不 可 约 ), 则 
人 
= Naapa Gey = OQ, 
HHH a=(LK kl Ag) ]=6(M) /O(Q"). 即 得 62) 中 的 结论 ， | 

现在 固定 天 的 一 个 无 限 隶 除 于 学, 对 十 BERAAM’, S 

< 一 ar) BR 
LK ”OG fe) = YY) ve la.. 


a | 
BE CAS APS 

这 是 ZC) RASA. 

BI 2.3.3 (1) ker QC —ker(ANU=F 

(2) ker GON P=. E, He 

= FSX a le O.k, E Z, Xak, = = oh, 

se Su Se BT TUIRE N 的 秩 为 g— l, 

证 明 (1) 这 是 由 于 对 于 ee KK" a€ kee] K MET 
7B BRAT gev, (0) =0. MT a EUS K HRTPAR RES y, 
v,fa)—0. gla .@C Fy oxy K WET RBR OF grua =0. 由 此 即 


oo. BIE oP Ue fe 


得 结论 . 
(2) ik A AAI Q-torsion JGA M 
a | | Ate ff, 
AERA " 
AER, 
而 
&= Jf #= J| [exo 
AE LRAQ I” AG LRA II CE FT 
AER 
=| | pep T tan! = (— ar ', 
re E” 


这 表明 { IQ TEP (<i<e). 由 此 可 知 
Sker (OOP. 
ea aE ker QP, WRT EGA (EC Ue!) =0. 
于 是 'EkerNC=F}. AU Cet = 1 OH ET OC EG). BT 
o b= g (T) Ek't. RAY 
gO = Cee EE Pr D, 


根据 引 理 2. 3.2, f8 oA Pe eC P RAS OQ, Use 


<g) BN (>= | Lot, de EZ. h a) =0 PM v..Ce(P))= 


0, BN 之 ,dt 一 0 这 表明 aE. fr | 
SI 2.3.3 表明 有 和 群 同 构 (U/C IQ iC). BA 
FU C] = UOC]. (2.3.1) 
现在 对 每 个 2%E CGC , 记 本 原 寡 等 元 为 


Ey 一 TT SX E CLE]. 


特别 地 ,对 如 的 平 几 特征 X=%%, 我 们 把 ey 记 为 
_ l a __ l ~ 

a = 0 = ggr O 

对 十 每 个 ZEG |- 模 ALPE REMAP Pe. 


2.3 Sinnoit 4} W 4 fe AF 153° 


A, = ja € Asiar = 06}. AX = la È Aga =a, y g EG. 
最 后 PAK o XARA XX, ERB LAR. A T 
计算 COD OLE SBR 2.1) HP) (自然 看 
MA OLG ]-#).: 
To = {r © Ts = 0} DIC). 
而 Pode TT, 是 根据 于 下 面 的 引 理 : 
引 理 2.3.4 To=T,00—e)7T ;并且 
LO 一 ez J = [Ael l, 
Bp sl, As, spa ORIN POET HR: 


F d, d, (l—e,}T', T =P} 
I 77 a= DRE ROD | T, a 
i= Cd scttyd,). | 
1 #€C> 
证 明 由 e = yj (G) a n= 站 E 2.] 
Clees 于 是 
Aer Te Ti tet, 
T; 7 T, o T 
ef el， 
e,f 门 了 E TG 
由 引 [ 理 2.3.2 可 知 
rr sG) "yy 1 str) 
一 《rm 一 D| S 人 Z| 5G) = £s(G) 
1 r= | PR) 77 l 
AAA SP ce P A 


fed E Met — lvl = 0 (Ya EG) 
ec le FF Wee G) (HR 2. 3. 3(1)) 
Se E k 人 
令 Pao P ER} W POST eH (Qi) 为 
"的 来 法 子 群 . 对 每 个 =Q, W e=—e,,H = Gal lkl Ag) /2). Wt 
[AS IE @*-torsion 元 素 u,e O =Q. 由 于 st Ssi), YE 


-e Pe ar et fe 


ZH] EM Q= (2 MEP. AR. AP. 另 一 方面 ,由 于 
P, torsion Ba A F; o PO LAM PO A Je torsion-free 
的 . 再 由 

| PA Phe C POC A, 
便 知 Poc. r Bi PO = TE 


T= KPY = uP) = i) 
q~i q—l 


是 
= | þad Z) s0 = Ins(G). 


i=] 


这 就 完成 了 引 理 2. 3. 4 的 证 明 . | 

现在 我 们 计算 [1 一 了 CC 对 每 个 ee Pc EG. 
x? ‘EC. FE 

Or itr) (mod 09), 
sG r= p Mair) (mod £(C)). 
mR iIET,. WW PMH CEC). RH OOM T/O 
化 了 . 所 以 [CC 有限 ,从 而 
[A —e DT CC) } = (02 — eT Tt, TC) 

tH a BE. 


中 每 个 元 素 表 示 成 
一 ai (aED @€ FI. 
AEA 


进而 ,每 个 ACA, SOR AS pet EP u E Q torsion 元 
R. WA 表示 取 定 的 一 个 本 原 Q-torsion 元 素 Kg). 出 
ur = J] fasat an), 
degA ~ degi 
令 u=0, Al AR OF-torsion 元 素 上 都 是 本 原 人 -torsion 元 素 的 
FA. MOA HEP AR -torsion TBA. A/AEC. FRPP 中 每 个 元 
案 z+ 最 后 可 表示 成 
Tec GES (cE C). 
于 是 


$2.3 Sinnott 4B fiat wan, 


Ha) = DRL) (modi(C)) (k, E 2,11 Sg). 


引 理 2.3.5 (1) 对 每 个 xEP， r=el |x CEQ) RING 


M(x) € Ty. > k.d,/B(Qi) = 0, 
rem | 


ir) E KOS > kd, / DQ = 0 


r=] 
并 且 Mie lefg—1) Uxi<t<e). 
(2) [C1 —e r fC) = BOM / Cg — i). 
证 明 (1) AF ECC CT. BT OM, = M/E): 


sG Cr) = D> ks (GMA) = > 4,O(M,1CQ,). 
r= | + 一 ] 


因此 
ix) E Tys lG Cr) = 0 
Sify = oH f= | | 和 2 
r= 
codegf = 06 > kd /P(Qi) = 0, 
t= ] 
Ay. 


ia) E OS Be € CHB EL | LAE} = ee) 


# 


eo] [É =cy ( ECy EN) 


I= 


a= el | Jar jer (e € Cia; € Z) 
| i=] 


《由 引 理 2.3.3). 
On) SE De ad a A CAL PARETA. 


vol TIK) -一 Ver | A | 一 RK,» 
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dr) 
yg—1 


vol ef | fae.) 一 | 一 了 一 z er (OQ = 


这 就 表明 PC lk —-1) (Site). Hh ET 本 


E 
$8) 2 k,d,/ PQs) = 0. 反之 ,车 iz) ET FEA PQO 1k, (g—-1) 
Osiig) Wa—44tg—-1)/PCQQIEZ UR) 并且 
vol [= Sad, = g — 1) > kd /P(Qe) = 0. 


因此 | laren, FE 
ir) D kiA) (mod 1(C)) 


== ad | eD) = iy Qui h | = 0 (mod HOOD. 
BI ir) ELC). 这 就 表明 了 ， 


Har) ELC) E akid. /O(Q) = 0, FF A PQ) fk (gq—1) 
(lig). 
(2) ce x R 中 两 个 格 : 


(gq — ld; 
L= {Eyy y E Bie) Zz}, 


fa= (Uys yyw € dZ CS Ly. 
FHE PB TE BEA AS 
Wel eR, PCy vee ttt eve) = Hb y bot + yes 
则 根据 引 理 2. 3.4.47 
PLOCE CLO = R S eT Ti 2 Q — eT T. 
ATAW K Kata A F E LA 瑚 中 的 核 , 由 (1) 中 所 证 又 
MIB LT 26C) 一 [& :天 ,于 是 
PMY lg — 1¥ = [Lada] = OPLO: Ch) JCK : Ka] 
= [Q4 —¢)7T,;:7, i, 
= | (1 — 4,97, CO]. 
AMEN T BLR. 3. 5 的 证 明 . l 
TA TitALUU:C]j= UUO RRR AUU), 


$2.3 Sinnott 4> Be tse # 357 ， 


Ge Þr 为 此 ,我 们 需要 研究 1(1 一 co 了 的 2 RAW. 现在 
EE Kk ADB TIC RR FO. at AOA IR M-torsion 
元 素 ,使 得 对 每 个 ACR, depA<d, 4] A (d=degM): 
2 一 1 一 健一 1 一 deg4 一 ]) 一 1 
将 每 个 x€ GG 看 成 模 M WEE. KP GSGS R/M)". 
如 前 一 样 ,以 xX’ 表示 与 XX 相 结 合 的 本 诛 特 征 , Fi 为 的 导 子 . 定 
XX 
$= >) mA CADE C, 


AE ERACE IO 
则 当 xX PEIER, A m CAD WE OP a= RS 
w= S) gjez 一 >) se, € CC]. 


X#E t YEE LT 
FEM Aste 
TCA) =LA = >, mCABYax', 
HER EMG)" 


M CAM = lte LAD =9( AC). FET, =i PA E H 
(ACA) :ACRM 4 生成 的 加 法 子 群 . 进而 ,对 每 -一 个 |M, 记 
My = {oa E GAS} (mod FD} 一 和 al 人》 

WRF LT IP RTP SLAMS Q EN 
Gq = D,K (Qer E QCG], 
tE fr 
则 对 每 一 个 EG, x ao =Y OQ. 我 们 以 W 表示 人 LC] 中 由 
H| [1 — og): F|M} 


LI 
生成 的 ZLG]- 模 , 
引 理 2. 3.6 (D Qe) =a. 
C2) A DLR ley Wee, 
证 明 (1) 设 对 二 AF, 我 们 只 需 证 明 
(1 — el)7(4》 一 Ce |a 一 Gy). (2.3.2) 


这 只 需 对 每 个 XE 如 ,证 明 X' 在 上 式 两 端的 取 值 相等 即 可 . 若 闵 
一 加 ,或 着 YE AL RF, A EW GS BAH. 站 


. 58 第 2 章 分 圆 单位 


一 加 或 者 XCF, 1,0 万 {w = 0. 若 Fy + F.W x" CsC Hp} } =O. 
所 以 也 有 x’ CH =0. 现在 设 Yo XE GS 7 ,并 且 FLLF. 7x At 
. _ ŒM) x _ 
X= sas Dy PADI UB) 


He TREG" 


= SY D mB CB) 
He CRIEI} * 
(Honi) PEL YER), 
LGS > mA (A) oa » | fcr — XAD. 
AERA ID ” IF 
= Y" (E) (9 引 | 理 2. 1. 3) 
这 就 表明 (2. 3. DARA, FEU eT =W. 
(2) 对 于 每 个 首 1 不 林 约 多 项 式 上 @E 记 [7 了 ,我们 以 We 表示 
QLGj] 中 由 50 外 和 (1 一 gw) 生成 的 ZC] fe. He 
fag = Hues Gy M., 
BE EWE BA : HEA Bl OL OR BR A 
wW = | |W,, (2.3.3) 


QIM 
WERE a W. 由 于 
G = Gal(k(Ay)/e) = | [To (CH). 
QM 


所 以 作为 ZLC]- 模 ,W" 是 由 
[ [Eo | fa — so) (2.3.4) 
GES UAN 
d | M 


生成 的 ,其 中 5 过 {@:Q1M} 的 全 部 子 集 . 对 于 每 个 5, 对 应 地 有 分 
解 


M = FA, (F,A) =1, S = [Q:Q]A}. 
HF Loy. HA 
| [E = [ [sted = sCHy). 
des | .4 


于 是 (2. 8. 4) 式 等 于 (H+) [la-a ew. 这 就 表明 WCW. 另 


$2.3 Sinnott 47 lë] Piet + a 


-J E ZLC] W 是 由 
s(Hy) |] — r) (2.3.5) 
ae | Fr 


ERM RPM ARIAS. 对 每 个 这 样 的 下 , 令 5 一 
(Q:Q{M.Q 7 F} , 则 上 [7。 E H, ATR. FEA PC ZG). eB 


Heo = B -sù |] Tel = E[s Ta). 
RES QES 


ot 
@| [sero Ja 一 ae) € w. 
vee Gas 
这 就 表明 WOW’, FEW’ Be. 3. DAR. 
现在 对 每 个 QIM, RAER N RE Ws 都 同 构 于 ZO, 为 
IW. eo=s iTo) Tol UTEP XE C.F 
l FAY F,; 
X lea? -4 E QI Fy. 
OM HR NG FTI 
N =] (mod GW), N =Q (mod M/Q'). 
id Ag=on. MARA EG, lo'e =X). TE og —Ag'egE 
QCG]. 所 以 
[Ta] = Ag's(Te) + [Tel ~ a) € Wa. 
由 于 Wo 是 Q(C)P aR Ema ZICH AIT el E€ Wo, We 
Woz Ze, 
最 后 ,W 是 QL[G] 中 有 限 生成 的 Z[GJ- 模 ,并 且 | [Tel Ew, 
可 知 WZ .这 就 证 明了 引 理 2. 3. 6. | 
定理 2. 3.7 设 上 一 下 (7T) .天 一 &CAuw)， 则 
[ẹU kC] = OOF EMQG — 1) «Let Z Chet Wy], 


其 中 & 为 M POR OD LK BY oy BY Beet =F LQ, = 


Ue Ue JCA SFE). 2. 6 算出 ),; 而 对 每 个 Z[G]- 模 A, S A= 
dE Asi G>a = 0}, 
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证 明 RING 
(Ek EC] ODO) | 
= Ue ZLC fle? ZLG lose” Wo] 
x fet Wo: C1 m epr JEA — eDit]. 

我 们 已 经 算出 [1 一 eVC 一 4 一 1) SCM) ( 引 理 2. 3. 5). 
F 面 要 计算 出 : 

C1) LEWU e ZLG |p ]=Q./RCOR (g—1)",, aaa 

(2) Le Wo Cl — e OT, |= (to 1)" ACK? D 
由 此 好 得 定理 2. 3. 7. 

C1) EU A ECC) ABE r AE Q- fet ht ele] X= (1 — epet GIG] 
的 加 法 子 群 .而 eT'Z[Gjo 是 区 中 的 格 , 它 有 2Z- 基 ; 

te {oA PLA E R, 1 & degA < degM, (A.M) = 1}. 
男 一 方面 , 设 pep 是 Ux ME eS 
K= >, ve GDO — 1) 


[2 AE CAs At" 


一 (9 一 1) >) va Cp et Cag! — 1). 


LA A= ] 
1 deg A- deg M 
但 是 
det(u s+ (ZI) = ROOK) = ROOK Mg — 1 /Q, (FIFE 1. 3. 2). 
这 就 表明 


Uke’ ZEC 一 他 一 1 ‘det(v CD)! 
= Qi ROK Cg — 1)". 
(2) 由 引 理 2. 3.6 知 道 51 一 e DT, =oW. AT, iC PO 
(1 一 e TCX. WTP re XO eet ocr. TE 
(1 一 eb, = we’ (1 — 2) W = awt Wa. 

E XRS: XX. flr) we. 
则 e Wo =l ent, Fo Me YA 

[et Wo — eT Je deat JI ¢m 


yere Gt 


$2.4 计算 [e+ Z[G J:et Wa] ‘gle 
= (qD [E ( SO mtAdx'¢AD] 
Wy ARE OO Ay 
deg A deg iy 
= (g — 1)"ACKT). | 


$2.4 tbitle*ZLG Jo;et Wo 


TEAS Ts PFET SE BE ee BB2. 3. 1 的 证 明 . 由 定理 2. 3. FIA Ft 
Ble! ZiGh:e' Wo). 其 中 
et=(¢q—1) sD, si = Soa, 


ZiGh= ia € Z[G]:s(G)e = 0}, 
W= | [We Wo = aE Wes(G)a= 0}, 


| Af 


Wo= s(TQOZLG] + G — o) Z(G] COG]. 
Fa 一 Sx" (Qer € OLG], 


XE i 
To= {on:AE R,A=l (mod M/Q)} (az)， 
由 引 理 2. 3. GWE AGAR NER 满足 
N=] (mod Q), N=Q (mod M/Q'), 

并 令 Soar, 8) do = Ag 'eg. 

本 节 的 主要 任务 是 证 明 如 于 定理 : 

定理 2.4.1 Ke AMBP. DI 
(¢q—1)/@(M), Ge=1; 
(q— D” /BUD, # g > 2. 

由 此 及 定理 2. 3. 748 QL AA C5] BEL. 2. 6? 即 得 定理 2. 3, 1. 为 
了 证 明定 理 2. 4. 1, 需 要 研究 ZC )- Wa 的 更 加 精细 的 结 梅 , 记 


Le ZLC },:¢' Wa} = | 


M 一 TQ, M 一 ld,. 
村 于 MM 的 每 个 首 1 因 子 S, 令 
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W: = | [Fa T:s = | [ Te. 


Wy. gtn 
于 是 WwW =z], Wy=W, T= {1}, TC. 
现在 设 YOM. 由 于 eo Sb RE Soe ALA 1 — egos (Ty) =0. 于 是 
(1 — eg) C1 — go) = C1 — #9901 — Ajea) = C1 — eg). 
因此 
(l -ego W nam El — egi WaW, 
= (1 — eg is(TQdZLG] + (1 ~ oo) LLG IW, 
= (] — ¢g)W,. 
W — (i — eg} WV, at*(] — egda 
的 核 为 
Wile = {a € Wola) = a 对 每 个 o€ Tot 
于 是 有 行 正 人 台 ZC ARR. 2) 如 下 ，; 


OW iW (1 - eg W,-+0 GEG) 


| | 
0+ Wig Wa (1-eg)Wiag 0 GEG?) 


2,2 

5182.42 D RQIM.H HC 的 于 群 ,HH 站 To 一 111. 如 果 
AW OLCH AA ZLAT.]-F RR. AA 1 — eo A 都 是 自由 
ZH |-#. 

(2) E rQ|M.W We=s(TOW,+G — A | Wie. 

证 明 (D AMIR A=ZLAT.| ,因为 在 一 般 情 形 下 ,4 是 一 
KZ (AT SIMBA. 于 是 有 址 和 分 解 

A=B+C, 
其 中 B= s(To ZUH] = A", 
C= | $r} ZH] = A/AT = (1 — eA, 


rE To 


都 是 站 由 ZLE J-A. 
(2) 由 Ww 二 WoW 二 s CTOW, 十 (1 一 50)W, AA 本 中 的 元 


$2.4 ir let 206 jure t Wij = GF + 


素 均 可 以 表示 成 : 
r=s(P yy + (lo or, ave EW. 
于 是 
ze Weert] — epr = 0 er = 0 r E Wia, 

这 表明 Wess To W.A 1 eg Wie, 进而 当 EW hrg 2, 
FEU — egoz = C1 Aj lege = (}— Ag Dz. AWE T C2). | 

现在 考虑 & 一 PT) 中 无 限 素 除 子 必 一 | | WERE T. = 
JT 对 于 每 个 首 1 多 项 式 r| Mer AM. WOT, = 61}. 

| 理 2. 4.3 ier’ |M. 则 W 是 自由 全 .- 模 ,并 且 当 yr' 关 及 
BW, AR ToT RECS a GC MEET TR H, ZA) 
作 五 - 模 ). 

证 明 ”我们 对 7 的 首 1 不 可 约 因 子 的 个 数 进行 归纳 , rl 
时 引 理 成 立 , 国 为 吧 , 一 ZLC] mR e 的 每 个 子 群 A .Z(CIS 6 H 
H-8. 现在 设 引 理 对 > 成 立 . 令 OQ), AE S| Bat rQ 也 成 立 
BPR). it rQr |M. ABARRE W. 38AT et. 由 于 了 NT 
= {1}, 5) 282. 4. 2 的 (1 表明 Wie (1 —-eg W, 都 是 自由 T-t. 
图 2. 2 给 出 了 7,- 模 问 构 ; 

Wg Ws BD — eW. 
A, SFE? 4. 2 的 (2) 给 出 了 
Wee = s(QOW, + C1 — Ag Ws, 

BAR WO E Tati, EE SCP W, = Wis. 于 是 Ww= 
We C1 meo W,. Fy eR Ay WAATEA h TW 
也 是 如 此 . 

Mik rQr 4M. 由 归纳 假设 知 W. 是 自由 人 .To- 模 ,由 引 [ 理 
2. 4.2 知 Wis 和 (1 一 ea}yW, REAA TT. -M TE Ww 也 是 如 
此 . | 

接 下 来 我 们 需要 计算 一 些 有 浴 群 的 上 同调 群 . 设 避 是 有 限 
ff. A 为 局 - 模 ( 基 是 ZLG]- 模 ). 我 们 只 用 到 上 同调 群 的 站 下 性 质 
(这 些 性 质 可 参见 任何 一 本 讲述 有 限 群 的 上 同调 的 书 ): 
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引 理 2. 4.4 OD) HG ASA RB ARAH, n 
SIR HCG, A) = (0). 
(2) CEH o 生成 的 m BURA A G-H, N =s). 则 
当 lft, 
H” (G,A = A/NA), HE (G,A) = An/U — DA; 
其 中 A= iac A: Na=0}. 
(3) 设 4 E C-R.H AG KREMER MA REE S HER 
0 — H' (G/H, A") HG, A) > H' CHA). 
更 一 般 直 ,如果 ACH, AD=0 ASic<m—1). WARE SE 
0 H"(G/H,A") =H" (G,A) TH (HA). 
(4) 二 0 一 器 一 4 一 C 一 0 是 C- 模 正 合 序列 , 则 有 长 正 合 序列 
H°(G,B) — HC, A) — H°(G,C) > H'(G,B) oo 
~ H" (G, B) — H" (G,A) — H”"(G,C) > Hel, BY -> 
Ria. & C ÆA RA NRE. HGD A BRA 人- 模 结 
构 , 并 且 (4) 中 同 态 和 正 合 序列 均 是 CG- 模 同 态 和 正 合 序列 ， 
现在 我 们 来 计算 一 些 上 同调 群 : 
5| 理 2. 4.5 Wr’ | M.degri=i.degr >21. WHET m21 
PEI 
H” WE = HCT Tp WO ACT... WEG, 
并 是 者 r AM, ERK PRE HOO). 
证 明 ORR ATs MOF EW. EA h T-# G H 
2. d. D FRAR ml HT ,W,) = OBIE. 4.410). BE 
由 引 理 2. 4. 4(3) 可 知 
Ho (TT. /T Wie) = ATW) nal). 
由 六 关机 ATT HT. XT, BE). A TTT-T, RE 
Ar on A] BR HT, Wi). HHZ. 4. 341 W, 是 目 由 了 TT,- 模 ， 
于 是 ACT, ,WD) 一 《0) (mie 1). 再 由 引 理 2. 4. 4(3) 得 到 
H"(T...Wle) = HT ToT Whe) AT... WD. 
ioe mr SMW, AHK TWP HT oTo WwW) 


$2.4 让 算 Le+ELCJose+ Wa] * Gr * 


(0). 这 就 证 明了 引 理 2. 4. 5. | 
H [8] £1) 4 BR poy OL oR HF 
C = Gal(k(Ayd/k) (2 = FCT) 
种 它 的 子 群 = fe. CG ra eC FS). Fr = MOLEX 
Ar = Avs Wee), 

5| 理 2.4.6 CD MRP mel. (q—lAT=()). FH ATE 
平凡 CRA. 

C2) 设 Qr | M!M, WRT AEP 天 六 1 都 有 群 正 合 序列 0 一 4 一 4 为 一 
7 一口 ， 

证 明 (D 以 = 表示 的 生成 元 , 则 N= Sae H 
十 .在 3| 理 2. 4.40(2) 中 取 ASW Or =M), RUT ERE m 
21.8 

HCFA) = ANA, H'A) = Asda — 1A, 
AMU- DA ZNA, g—1) An (o—1) A. PA Ht RE ml, 
(y— lL APT=(0), 

为 证 AY 是 平凡 G- 模 ,只 需 对 每 个 忆 | 形 证 明 4" 是 平凡 
To EW C= Į [Ta]. 如 果 Qir = M/r, HE MA To EWY 


EEA CEA PR AZ =H" SW) 上 作用 平凡 , 现在 设 名 |，， 
Wr=SQ. 则 有 
W, = WoW, = S(T QWs 十 (一 Co) 全 
对 每 个 rETa, A 
tF 一 1 人 1 一 4 一 (一 1 人 1 一 | 'Ag'sCTQ)) =r — +t. 
TEDW, =r DW: EW; 我 们 有 两 个 同 态 ， 
IW, — Ws, zir — ljr; 
E:Ws — W, il 一 Go) 了 
并 上 香 有 交换 图 表 如 图 2. 3. 由 此 得 到 交换 图 表 如 名 2. 4, 作用 于 
五 "(J 之 后 ,得 到 交换 和 图表 如 图 2. 5. 
由 于 SAM, AM AWE) = 00). 于 是 对 每 个 TET, 
(t— 1) CAP) = (0) Bil A? EFR Tot. 这 就 证 上 明了 (1)， 


-ğe 2 4h AAi 


(2) 由 图 2. 2 给 出 了 行 正 合 的 CG- 模 图 表 : 


中 一 Ra- 人 一 (人 一 ceo)W 一 0 (EÊ) 
Í 


2,2 
w w. whe er 4 一 一 hr 
I “Ae Ne . ft fo. PAR? 
Wg te HOF Weed 
2.3 Fs«Cid2«wl 4 图 2.5 


再 考虑 交换 图 表 ( 图 2. 6): 
We IW 0 
1—50 + | 


1 一 ee 
Wai I —eo ) WoC 


Hl 2.6 
4 rEW ff, egr=rz, AM1—oedr=U—-A Dr. TE ERGI 
图 2. 2 和 图 2. 64a CUA FATE A zR C2. 7): 


0 — Wie + W, — (1 — eg) W, — 0 CIES) 
ae 41 —% | 
QO — Wha + Wi — (1 — ego) W, = 0 (iE) 


图 2.7 
(注意 , 引 理 2.4. 3 的 证 明 中 给 出 了 Wi 二 sOW +O -Àa DWI 
和 ss CTW 二 Wrie ,于 是 WW 二 Wie. Er Q= M. 现在 Wa 为 自由 
Tv- 模 ,W AA Teet, TE We, Cl eg W, W, Wat EA 
由 To- PTE EER T m FE & eR RC 
2.8); 


0 — Whee — WT —» CC] — fo) Wyte — 0 (ES) 
I= + 上 
站 -全 本 0 人] 一 co) 有 一 (CER? 


2.8 


$2.4 thee’ ZEG) ee! Wa] ~ 67 « 


if Y= ern WO’ RILA ITE S HK eR CZ. 9). 


s.: — HF" JEYO 一 一 一 J" 一 > Fie d Wir) 
ji fi-a! 4 
ee H" JY) >» AP An, 
— FE CF YY a AM me As We) ee 
li fl 一 各， $ 
~ FELE Y —> Art ANS) ccm oes 


Ht 2.9 
由 于 A* 和 Ar!) AF AL G- IA 
(1 — A = (1 — ag ATH! = (0), Bla= f= o, 
于 是 有 正 合 序列 : 
0 一 A" — At -» HA” CT.) — Ò. 
A AM AG WI 00). AEA HDS AT! pe eee T 
E SF FO AP At Atm +0. j 
WERT EA oe ae Bey AE A Gn D1 Ajit. 
51922.4.7 Kamel. o=M, a 为 = 的 首 1 不 可 约 因 子 的 个 
MY aI}, APEC Z/Cg—1)Z)* .而 当 w 一 0( 即 > 一 1 时 ， 
Ar~ (0), B24 m; 
= {Z/a —~ DZ, 2 an. 
证 明 OW = ZC). Te =G. FEY 2 1m 时 ， 
At= Hv, ZIG] = Hcl s(G)Z) 
= s(G)Z/s(J s(G)Z 
= sCG)Z/(q 一 TEA — 132. 
i 242-4 mit, 

AP = (st YET — @) 08032) = (0), 
YEI G E2. 4. 628 T E BFF RO At Am Ana, Bh 
Qr|M. 于 是 Am = ANAT! Rr =1.58 ABD Z/(g—1)Z0n 21). 
然后 用 归纳 法 ,可知 ASZ a D | nei). i 

有 了 以 上 准备 ,我 们 现在 证 明定 理 2. 4. 1; 
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4 M=Q r eQ eals ls mA (I&i), Wj Wa 
=W,=Z(G], W. 二 WW， 在 行 正 合 的 交换 图 表 (rQ1M)( 图 2. 10) 


> Wow Ws C1 — eg We 
| 4 | 


2. 10 
中 ,我 们 证 明了 We RW: Waj 二 1( 注 意 , 这 并 不 表明 
Wi 一 Ww; 因为 一 般 来 说 ,W, 和 Ww 没有 包含 关系 . 我 们 只 是 定义 
[W.W] = LW, + We: Wie VW, + Wo:W,|. 
由 此 可 递归 推出 
[ZG]: W] = (W,.Wy] = 1. 
对 每 个 群 同 态 f: A> BR A A 的 子 群 #4, 和 AL RG 
[A A] = [FLA D: ACA D [kerc A N A nker AO 9 A,], 
于是 
t = [Z[G]:W] = [Z[Gh:W [s(Q Z(G] (Gow J. 
(2.4.1) 
(He 
sZ G] = s(G)Z, 
SOOWas SIGHT ZIG] + O — ag) Z(G] 
= {G(T o Z(G] = QOZ) QM}. 
HE (OW =s(G)We Wo 一 四 CMDZs(G). 这 表明 了 
[sG]: sW] = BM), 
而 《2. 4. 了 1) 式 给 出 了 LZ[G jo:W6oj]= 一 BCMD) 再 考虑 同 构 
et :OG — OG ameta |e'= gop r 
MRF C-S 18 OLGA FF ZLG LAW.) 
PMY = te! Z(G ],,e' W, ][kerte") 
N Z(G], -ker(e") N We]. (2.4.2) 
设 o 是 的 一 个 生成 元 ; 则 


上 2 计算 1 可 [让 srt+ We) + BO” 


[kerte N Z(G ],:ker(e’> NM W] 
= [kertet N ZUG). ker(et) N W] 
= [04 — AZC] a 一 oa) 多 JE — aW kercen NAW] 
= | (i — ZLC O — oW] H'a, WO! 
= [0 ZONG — oW]}tg—-1> * 
(5| 2.4.7) 


= | | = oW, Aa oW, Ja d A A3) 


TERSA F QIM ALU nW, adm onW e]. 由 于 
C — ea- OW, = (l — eg) — o)W,, 
可 知 
[C1 — oOW,; (i — Wg] 
= [C1 — We: GI — Wid], (2.4.4) 
但 是 
CCl 一 0 全 9 一 soil 一 四 有 十 (一 和 DC Oo AW 
C eG — ao) W,)*e, 
Wo B= aW y sTo Gao W, Wl 
LEGI — WA C U — oW ao ae] = BG ADRA, 
(2.4.5) 
由 Te BIE & OW WS 1 oS HE 
HUT oW > HAUT... — oW, > 
> Ho WP > ATW... 
但 是 WwW, EBEA Toti, AL 
PCT eg WS Wie/s( TW, = (0), 
FCT a. 1 — OW)= (C1 — oW,)e/s(T gL — oo W, = B, 
ACT's, Wo = (0). 
Fat HE GAY TE & FE PHE 
B= H'a WD = A'S Wile} (31 理 2. 4.5). 
如 果 rQM Ul) Wire 是 自由 J/- 模 .于 是 B=H' CSW) = 00). H 


a70- 2 ee a Bi 


《2. 4, 4) #902, 4. 5) 式 得 出 
fr aW a 一 加 到 一 1 GQAM). 
如 果 -Q=M. BA Wied = Al. hF A EER G- 模 ,所 以 
CG— A JB=(0). FRE (2. 4. OFIC. 4. DAAE 
Cd — oW,:1 oOWo = A] CQ = M). 
综合 上 述 可 知 


A 


[a owW, a aw, = [0 — oOW, :.a—oWw,] 


i=] 
la- De’ ， #g p, 
FR EW C2. 4. 294002. 4.3) 式 给 出 
Le! ZG Je. WV, | = (MM) ig 一 1 y | Agal j 
oe 一 1)， A4e=l; 


PM) ‘tg 一 1)* ， Bgo, 
XELERA T EEZ. 4. 1, 从 而 也 最 终 证 明了 定理 2. 3. 1. | 


$2.5 Stickeiberg 理想 和 相对 理想 类 数 


Wa FCT) K =k Ay). 定理 2. 1. 1. 定理 2.2.1 和 定理 2. 3.1 
表明 : 兵 的 理想 类 数 ACO% ?可 以 解释 成 是 天 + 的 单位 群 UU 对 于 
它 的 某 种 分 圆 单 位 子 群 的 指数 ( 乘 以 一 个 容易 计算 的 因子 ). 本 节 
中 我 们 介绍 She Lat K 的 相对 类 数 ACL) SAOR) 
给 出 的 一 个 代数 解释 , 它 类 位于 分 图 数 域 的 情形 关 平 
Stickelberger M H] Iwasawa 和 Sinnott 的 结 困 ( 见 交 献 [57 | 定理 
6.19). 

SAY FE FRc CR=F,LT D: 

G= Gal(K/#) = {o4:A © CR/(M))*}, 


M) 


f= {Fa E Fipe ry] 


= b ee b em 


$2.5 Sticketberg: FY A Ag Ay tp Re At H Hr ane » 71+ 


eos —t sas), © = Í> E, 


ad- 1 
zt = ZG] Qe Zl. 
ajR2 5.1 je ZG 一 (0 一 1 
证 明 FERPA URS BR 
ZIG] +e ZG] e Z[t] 
ZIG] — ZG] 
于 是 Le z[c]:zZLC] J=Lz[G]+e ZLCZ0]] .在 e zig 中 的 
‘ERAÉ A a 二 xr p, Hop BE ZI 今 
B= >) bys, (by EZ), 


AgiR/iMji' 
phi 
= oe a ] 
az= (] 让 7 一 Ts 
— ~-— — ` Hada t >o, 
i AL tie Catia? we K 
E E ] i 1 \ 
-一 8 wr — f 2 a, st.f } Paar 
TT i de =+ Ty 
FE aT Zl GC leo 了 > (mod to 1} (ATH A ER, sdepA< 
te Fi 
degM). IAK Cle ZLCT ZEC 一 (一 177411 l 
AFERI EA 
pik /R = FPF IT] > 一 2 


RP O=O TN R/R 中 非 起 元 率 均 可 唯 -- 地 表示 成 乞 , 其 中 
MER, AER, degA<degM, (M,A)=1. NTE X 


| fo, SA RH 1 SMR: 
at 否则 . 


对 于 XE GC xy Be MBE). F axe pee 


726 2 oy el Fe 


so) = >, x Addl EE. 


AE REUK YY) " 


引 理 2. 5.2 O) 对 每 个 MER ,2 
(2) 对 每 个 rER/AR, MER,, 


gr 一 > A= SD) ¢ 
IE tik Ae ws tes 
(3) 当 多 为 实 特 征 时 ,#(X) 二 0. 4 xv 为 非 实 特 征 , 则 对 每 个 N 
ER, FRIN, WA 
D rwv FH) = $00] [a — x7 Q)), 
Ae CASON" aM 


pag east pas Oat N 的 所 有 首 1 不 可 约 因 子 . 
HEBA (D 当 训 ==1 时 ,由 #0) 二 0 知 命题 成 立 , 设 degM 宇 1， 
出 对 每 全 ACR, ,deg4< degar ,我 们 有 
=. aA A | aA 
DAS) =m) Se 


A 
Iug F 


A 一 
i =ü. 


r+ A 
via 


l 


rs in 


一 
= c (g — 2) 


由 此 即 知 (1) 成 立 ， 
(2) 当 7+= 二 0 时 ,由 () 知 (2) 中 等 式 两 端 均 为 零 . 若 r0, 


==. Kp CER, DER, (C D)S 1, 并 且 degC degD., 于 是 


A] = | S| 
AG R/M) M AG R/C AY MD 
_ gf ~ {C+ AD 


DAAE W/CM 


但 是 当 AON. H degC<degD W CHAD 的 最 高 次 项 系数 即 是 
4 的 最 高 次 数 系 数 . 由 此 即 知 上 式 右 端的 和 式 等 于 零 . 子 是 
r+taAa C C 
ull a) > 4 agp] = #5)~= o 
(3) H (DAHER BT eS — te ey ae. ,第 二 论断 的 证 明 与 引 理 


$27.5 Stickelbers HHA At H E ey = F3 


7.1, 3 的 证 明 相 仿 . El 全 | s 6, 表示 满足 @|N， ty a Fy 的 所 有 首 
IER Py i Q. SF S degN ~d,degQ, = d: deg =d 由 于 


Fr gog HIA drSd 一 d1 一 d; 一 … 一 di. 我 们 有 
S, OPN] De OPA 
= Bean] 
一 Sx (Q) > x" ca SS) 
as 


+ >, x (QQ; 


Lr pene 
x 2 - 
AEF 
degad- d =a, 
+ {一 ly" (QQ) 
x > ra 


AEX 
deg Ai “dy 一 


AR 
BOB 
(2, 5.19) 
BERRI d ME draid Sd, M LER {E deghL=—d'. W 
Dr (Addl 5} = Es (4)#| 他 


dee A depA aie 


SS ox (BF, + Cos 一 区 | 


CER HER 


C 
=Sx@ D gl TF, 
j degttend — dy LIP, 


= Dr Op) Gray 
C Fa 


= 4 2 he oP et WR Le 


fEA (2.5. DA. nfa 
wn al A AQQ, Aj) 
ina of | A OS] l 5) 
>`, u E= 8c} - DEUR) 


ta oie Ng 


+ SD x RQ)- o 


]=.f= yet 


十 (一 1 YY’ QQ) 


= pO | [Cl — x° (QD 


= s(x) | a -- x QD. | 


QIN 
MERIH [0 AG R/(M) SE A Stickelberger ILA 
， < PAL | 
HLA) = ` $ M. Or >» 
HE (RATATI) ` 


iS 2BOlC PH ly? C4) 04 AC R/OM)) ERY EST. 当 
CER, CC.MO=18.88 ae Of CAD =H (CAD 出 此 可 知 9 是 
ZLG I]. HES = ZLCINS # Z C] — PHS. SSR AE 
3s tt. ASF SO BREE ZLG JAY Stickelberger 理想 . 


Hi F 
et (A= mi Dat AD = soy et A) 
aE FD rc 
] T yu UAR) 
=z 2 ss va 
Ae 区 和 六 JEF, 
=0 (AF TARIE). 
于 是 e WA) = (1 -- et) CA) = CA), 


这 表明 we SS. ATES 
S =e S'=e ZG] NS Ze zG] 0 ze} = Z[G]. 
杰 节 的 主要 中 的 是 证 明 邵 下 定理 : 


82.5 Sockelberg BiB! fH) Gh Ae ROG ge .375 。 


定理 2.5S.352 fe AMBALA FH HR. 
[Zl] 5 JRO tgr HPH g= lh a =0. m eS? 
时 一 22 二 |. 
定好 2.5.3 的 证 明和 和 定理 2. 3, 1 的 证 明 很 相似 . RU AA 
$2. 3's May ZLB OW CL OB LA EEE og FN FLL). 
ZG] -S J= [ZIG] wz ZIC «le ZG]: WI 
x [e W:5]- [5:5 了 (2.5.2) 
PLTEFR TSE C2. 5. Dakarin 4 PARRA. FR oe 
ZLC] re ZIG) = (¢—1)'° | cyi 2s, 
5| 理 2.5.4 [8:8 1 一 5 一 1 
证 明 由 天 条 | 的 定义 可 知 ( 令 degM >d): 


yD Nol vo 
if Go 1 it ag) 
dep A -7 sf 
— Ag Ae ON) fy 
上 ` _ 
y CA) = 一 i ` da S PFN (mod Zi]. 
1 AE A" 
FH POsbscg --2. AT MRT ee Z. er (LIE ZIG] 的 充分 必要 
Fit E a=0 (mod gy 一 .这 就 表明 [SS J=g—l. | 


ALT it SEO SPs TS Re. FR ig BaP See. 
| 理 2. 5.5 S 
af = 2 $e > ACY yey 
CEB. xy A 次 特 征 值 时 ， $Y 0}, 由 Sa=a'W, 
HEBR 这 和 与 证 明 引 理 2. 3. 6A CLA fr. i MAF, FART LL 
证 明 
Yo [O = 2). (2.5.3) 
MAGE RET YEG.’ feb tan AR A A SE. ox 为 实 特 
my E FÈ PA smi] X fe E A, FEN GE YEG - gE R Fy T F, hiy 
OFLA -- 0. Y alH = 0. 


这 M 
征 


- 76。 20 分 图 单 位 


所 以 上 式 两 端的 x*" 值 也 均 为 将 . Be PPP R 
x p= Har enl — x ey 


QF 


= ga WII 一 X (Q)); 


PF) 


C= ra= D Sele 


BERI M" 


PMY 
= BF 2 DEAE Si 


HE CMS ER EE 
= XC) {由 引 理 2.5.2 的 (3)). 
这 就 证 明了 引 理 2. 5, 5. i 
52.5.6 [7 W:S]=A(K) (K 的 相对 除 子 类 数 )， 
证 明 ORNS Se 3 ,再 由 引 理 2. 5.5 可 得 
fe 本 :3 一 [Le W.a'e Wi. 
EET » AR CLO | 有 正 交 分 解 
CIG] = @c[c],, 


ye i 


p C(G],=CGle,. 由 于 1= Der et = Dua.= 之 ex» 


yE i ae 


Ame = >, e, Fife Woe CLG]. #84 
XE ir 
e~ C[G] = @cic),. 
另 一 方面 , 当 X 是 实 特 征 时 ,有 
eww! = ey > Ae, = Xe = 0 ( 引 理 2.5.2 的 (3)). 


dae ti 


这 表明 w Ce CLG]. TFERMAARERN 
fre” C(G]—~e ClG], fC) = w'a. 
并 且 由 Waze c R2. 3. OF WW ECO. Te W 
E e CLO Jj 中 的 格 . 由 此 可 知 
[e Wwe WJ]= |det(f>| = [I AOD | 


ye t; 


$2.5 Srickelberg PEALE HiT BE BS H Sy 77. 


-和 门 | x cael 4) | 
yE t AE tEAM 

= H] Seep 
2 

= A(K) 《定理 1.5. 2). | 


5| 理 2.$.7 [e —ZÍG] we Wl]= og— 1>’, 
其 中 当 g 二 1] 时 ,4 二 0, 当 rkt, b=, 
证 明 ARERR I 
f :@[G]~ ofa]. fF (=e a. 
RIX CLG IAAT FH Z(G] WwW, A 
[ZIG]: W]= le ZG]: W] 
x [kerf > 门卫 Cj:kertr) Nw] 
= |e Z| Gje W]- [ZG W]. 
EE FE. 4. 1 的 证 明 中 ,我 们 曾 得 到 fZ[G]j;W]==1. 于 是 
Le ZG]: W] = CW :ZTCT 门 ， 


但 是 
HW) = Æ, ZIGY = CDZ[C]， 
sL DW 
TE 
[W Z0G I= [HAF WO] Cs COW ,ss ZLG 1 
= (A°CsS,W)| Let Wee’ ZEG]]. 
再 考 虚 映射 
六 Cj 一 人 LGA (a) = et a, 
又 得 到 


le' Wet Z[G]]= [kerf N ZECG]; kerc rn NW] 
(q — 1), # g= l; l i 
i D -D7 , PgR, (人 
由 引 理 2. 4.7 算 出 了 LAP,W)| 一 tg 一 1)* ， 最 后 得 到 
Le ZIG ):e 用] 一 | 再 ?有 | [et Wet ZLCr |] 


“Fhe a 2 al [Bl Ph iy 


el 
| i 


(一 1)" prg = 2, 
45 ih. en JEH 5 DMNA TR ET + 
Gi] S d= fg -—- 1) ° ig — DAK? Cg ~- 1)" 
= ACK) Cy lyn 
Fi 1.5. 3 可知 妆 妆 一 1 时 ， 
[一 
而 当 een, 
[ZG] aS j= ACK) (g IY 一 有 
= AO g 1 n 
这 战 死 成 了 证 理 2.5. 3 的 评 明 ， | 
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在 前 一 章 里 我 们 已 经 看 到 ,分 圆 单位 群 在 整个 单位 群 中 的 指 
数 与 分 圆 域 的 极 太 实 子 域 的 类 数 有 密切 关系 , 事实 上 ,它们 之 间 有 
更 深 一 层 的 联系 , Eo A BORE Gras SE 70 EAR H E E 
如 下 的 猜想 : 若 p 是 奇 素数 ,并 且 p SOAR K=O nT KK 
HHE Rpm = 二 1), 则 理想 类 群 Cx 的 p 部 分 和 商 群 Ux/ 
CK) (CCK AK 的 分 圆 单位 群 ) 的 户 BRT EA ee H 
同 的 Jordan-Holder 序列 , E EAA Greenberg "48 i T a A 
的 主 狂想 可 以 推出 上 述 Gras 猜想 (关于 分 圆 域 主 猜想 的 内 容 可 参 
看 文献 [57j). 到 了 80 年 代 ,Mazur 和 Wiles HER T a ERG E 
猜想 . 但 是 其 证 明 方 法 采用 了 艰 浴 的 代数 几何 ,而 且 证 明 过 程 很 
长 . 80 年 代 末 ,Thainet5 提 出 了 利用 分 圆 单位 研究 理想 类 和 群 的 一 
个 “新 "想法 ,事实 上 ,这 个 想法 时 在 一 百 多 年 前 就 隐 含 在 Kum- 
mert"*1 的 文章 中 了 ,可 惜 一 直 被 人 们 所 忽视 . 最 近 ,Kolyvagin'* 1 提 
出 了 葡 拉 系 的 概念 ,使 Thaine 的 想法 可 以 递 推 地 进行 下 去 . 作为 
歼 拉 系 的 一 个 具 栖 应 用 ,他 给 出 了 Gras 猜想 的 一 个 简单 而 直接 的 
证 明 , 并 且 他 认为 分 圆 域 的 主 和 猜想 也 可 用 这 种 方法 直接 证 明 . Ru- 
bint EJ T Kolyvagin 的 工作 ,给 出 了 分 贺 域 的 主 猜想 一 个 简单 
而 初等 的 证 明 . 

本 章 的 目 葛 是 利用 路 拉 系 的 方法 证 明 Gras 猜想 在 函数 域 上 
的 模拟 . 确切 地 说 ,对 于 分 圆 晒 数 域 K= kld = RTO) iE 
F=K* ORKE FR).G=Gal(F/A) 取 定 一 个 素数 !, 满 足 
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(.gP(M))=1. 4 是 城下 的 理想 类 群 的 1-sylow FR. 根据 定 
理 2.3.11,141 等 于 U/C 的 bsylow 于 群 的 阶 .注意 ,4 和 U/C 都 
可 看 成 是 ZLG 上 模 . 我 们 要 证 明 的 是 :对 于 G 的 每 个 不 可 约 的 ZZ 
表示 XAT ZJ[Gj- 模 的 XX 分支 有 相同 的 阶 ( 定 理 3. 3.3). 

本 章 的 安排 如 下 :3 3.1 首先 引信 欧 拉 系 的 概念 ,由 分 圆 单位 
构造 出 唤 拉 系 , 可 以 得 出 域 下 中 一 批 元 素 的 素 理 想 分 解 式 , 这 就 
给 出 域 刁 的 理想 类 群 的 一 批 关 系 ,而 且 这 些 关 系 与 分 辆 单位 有 密 
切 联 系 . 在 $3.2 节 ,我 们 从 这 批 关 系 中 挑选 出 有 用 的 “好 ”关系 ， 
主要 工具 是 Chebotarev 定理 . 在 $3.3 节 中 ,利用 挑选 出 来 的 关 
系 证 明 上 面 提 到 的 结论 ， | 

BR T BUT E eA AER S ZI SIAL FSS. 

NM :素数 工 的 某 个 方 靠 


Sv= (TIe. ER 中 两 两 不 同 的 首 1 不 可 约 多 项 式 ， 


在 严 中 均 完 全 分 型 ,并 且 Ng@(Q) OSS n>} 
G)=Gal( F(A,)/F) =Gal{ k ADR) 
N= 2a € ZLC] (Norm H TF? 


EQ Æ Ss 中 一 个 首 1 不 可 约 多 项 式 , 令 
Sq Al Ga 的 一 个 固定 的 生成 元 


Pra- l 
Do = 2; ido E ZL Ge] 
对 于 每 个 JESw，, 念 
D,= | [Dee zte] 
LF 的 分 式 理 想 群 
Ion F 中 必 的 素 理 想 因子 生成 的 了 的 子 群 
对 于 yEF", 令 
Lyj: 主 理想 ty) 一 yOr ERR INI 中 的 投影 (这 里 了 中 运算 
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RHIENI ÆI FRAR N fe a 
[yje; 主 理想 ty) 在 商 群 Ia/NJIs 中 的 投影 

H ARPE 1SM, 2 
As ATR R- Ay B-A EAE J 
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FRA B eRe a fe oP Opa APR RHR A 
较 容易 “控制 "的 素 理 想 分 解 ,并 且 这 些 元 素 自然 与 分 贺 单 位 有 关 . 
所 以 我 们 从 二 的 一 葵 列 阿 贝 尔 扩张 中 的 分 圆 单 位 着 于 论述 . 
今生 是 和 2.3 节 中 定 习 的 天 一 有 AD 的 分 圆 单位 群 , 刚 Cr 中 
TER A] RA 
a= af [A/[ [4 A,X E Aye E Fi) (3.1.1) 


对 于 JES eM 
Š (n= { | [Neagra A, 一 5a) | 
t Pl 


| J [Nea pray G E 2%) ] 

这 里 记过 J 的 首 1 不 可 约 因 子 . 

可 以 验证 元 束 & 79EC+ ,JE Sv) 满足 如 下 三 条 性 质 . 

C1) EA 是 FCA DOA Sf: 

(2) Nas CV) = CFre— DEM, 
AT Q ÆJ A 1 不 可 约 因 子 , 而 Bro E Q E Gro PH Frobe- 
nius 自 同 构 元 素 ， 

(D RODS EnC (mod), 
HRP YAO FAD PHS RBA S$. 

证 明 性 质 (3) 可 由 定理 1. 2. 1 直接 推出 . 现在 证 明 性 质 (2)， 
B= J/QE RAF A Pade Aw, HH 


Gal RLA d k Os )) SS Gal (k (Ag) /RE), 
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所 以 
Nol N tayp Fp (À — > Ap)) 
Pl 
eat 
= Naa, rca, | —— o 
MS, Ji 1 Si 


PI 


一 Nacays PCAs ,| CFra KÀ > Ar?) ` 
l PIF 


由 此 即 得 性 质 (2). 利用 性 质 (2), 对 J 的 不 可 约 因 子 的 个 数 应 用 
归 钠 法 , 即 可 证 明 性 质 (1). I 
ASOD Me MPU. ERR 7 RRM y AE 
IATL C3. 1. 1). SR 9 APL Fe aR wy 
y= [facts] [as AA E Ay), 


则 p= RNG}, ZA ye edi A. HAP 
TORI FP MSE RK. 下 面 用 它们 可 得 出 下 中 的 元 
K. 
5 引 理 3. 1.1 MF IE Sy, MY 
DEC E [FA /CFCA) YT, 
FAFE CGH G- A, Rie 
A = {a E Argla} =a (HBP e EC G)}. 
证 明 设 忆 为 J 的 首 1 不 可 约 因 子 ,J=.JQ, 则 易 验 证 有 
(9g 一 1)D, = (EQ) 一 No) Di. 
ARPS TEM C2) Fy 
(oa 一 DDE) = (OQ) 一 NoD (E09) 
= (1 一 FroD, (Cp) 
(mod (F(A, )™ |). 
由 于 Frac G ,再 用 归纳 法 即 可 证 明 引 理 3.1.1. | 
引 理 3.1.1 WHT DEOM mod (F(A) O” 的 意义 下 是 
在 个 罗 华 群 GC, =Gal CFCADYF) 作 用 下 不 变 的 元 素 . HS ee 
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PHAR. EERE XM PROS F 中 的 元 素 5 引 理 3. 1. 2). 
为 证 此 结论 ,我 们 需要 如 下 著名 的 定理 ， 

Hilbert 定理 9 设 E/F ER i SRi F Ep K, G= 
Gal (E/F). 0 ACG, ED SOF RL. 

证 明 OR ESFOR EP ORBEA HK). LE: FI= 
n 按照 定义 ,HI'CG,E") 是 平凡 的 ,; 当 且 仪 当 有 4=B8, 其 中 
4 一 人:C 一 五 " | 对 任意 oT € G, flor) = (af(r))}, 
B={/:G =—E' | FE eE kK’ ,使 得 对 每 个 59EG,f(o) 一 ola) ja}. 
BA BCA. MEI FE A. 当 z.zECr 尖 时 ,zf 的 天 of 的 . 由 此 易 
知 存 在 《0 所 Po<m 一 1)，, 使 得 

S* f(a)o(Po) 0 


E 
(EM, B o) =0 (V eEG) KY oE E AHAB). 现在 记 
= Da (ree) CE* , 则 对 每 个 ecEG, 有 
a= > (of r))(or(Po)) 一 Df) -Lor)(or(Be)) 
TE. i; re Ù 


= f(a) '£. 
于 是 fo) 一 oP D/AB8 1! 有 即 Fe B. 这 就 证 明了 Hilbert 定理 
90, I 
现在 将 Hilbert 定理 90 用 于 引 理 3. 1. 1. 
51 3.1.2 FJES FE KEFE AE 
K; = DEG) (mod ( F(A," YO. 

证 明 ORIN. a DPCM) = 1 可 知 FCA ON 深 单位 
RRA 1. 根据 引 理 3. 1. 1 aE cE Gal (F(A) /FD, EME 
JC FCA," ,满足 

DEO) = DE ON), 
JF AM re Gal (FCA) /F), Mi 
SD E099) = ral DEC) = rl FY DE, Cpy) 
= {rf r Dis) = rf 8 FY + DED). 
这 表明 fom irf) + J. 由 Hilbert 定理 90 MLA PE FCA)". 
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使 得 对 每 个 oC Gal FCA DSF) = Co— 1) 8 A 
ol DE, 07) ) = Dib, Cp) / 8". 
ARE MEAE F. RUCK A Ks. 即 得 证 明 . f 
现在 我 们 要 研究 F 中 的 元 素 K 的 素 理想 分 解 的 信息 . 确切 
地 说 ,我们 想 决 定 下 中 的 主 理想 (KK OSK Or 在 o Nilo 中 的 投影 
[天 ja: 其 中 位 是 Sw 中 的 任意 首 1 KWH SHAH 3.1.5). 4F 
为 准备 ,我 们 先 证明 一 个 引 理 , 这 个 引 理 是 说 :对 于 上 中 的 每 个 理 


FCAg)* SE a ARETE HR ASH 
BTL NEMO OC Sy BK a PARE 
(Or/Q Or)" taf Nia HP PARRIC#F ASA iQ. 进 
而 对 每 个 不 可 约 包 项 式 QES, 

E 3i 和 每 个 aej*, 一 定 存在 


BE FCAg) ,使 得 下 中 的 主 理 想 (a) 和 (CNetcP)) 在 Io 中 的 投影 相等 . 
最 后 ,对 每 个 a€EF" ,Lajo 可 由 (Or/QOr)' 中 一 个 相应 的 元 喜 给 
出 . 
引 理 3.1.3 对 每 个 首 1 不 可 约 包 项 式 Q@ES，, 存 在 唯一 的 
GAR [A RS 
fo: Or/QOr)" — To/ NIo, 
使 得 上 面 的 图 表 ( 图 3. 1) 是 交 撞 的 . 
证 明 ”由于 Og 十 
Gal CF (Ag) /F) = Gal Ao /RY = CR/COQY YY" 
的 生成 元 ,所 以 cot 各) 二 家 , 其 中 A 是 (R/CQ)) ' 的 生成 元 , 由 于 
《oa — Do = A/o =A (mod Ay), 
这 表明 (1 一 co) ER ODV ' 的 生成 元 . MA EF pR 
Ale 
QO. = BE on Ee, 
Or Æ R/O) Cite), 
g= [F,k] = @(M)/(g — 1), 
而 每 个 P, CE F(Aw) 中 完全 分 有 歧 为 ， 
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B= BPO 3 site). 
REP ERA EH ,对 每 个 Us) A ww ER 满足 


$ (mod %,) (SHEKELS Sew) 
; = ` Fel =a f= 3 
Y Ae (mod N) J J 点 
这 时 
i (mod B,} 
£1 一 dy, = (X is rh, 
Tay a — fojio (mod %B,) TE IA: 


这 表明 图 3. 1 中 左 侧 的 映射 是 满 射 的 . 这 个 上 映射 的 核 中 元 素 aE 
FAo) "是 满足 条 件 
vp (a) =0 (mod PQO Sier) 

的 那些 a, 图 3. 1 中 右 俩 的 映射 显然 是 满 射 的 . 并 且 其 核 包含 左 侧 
映射 的 核 . 由 此 得 到 映射 次 ,并 且 可 直接 看 出 各 是 G- 模 同 
aR. 】 

注 记 3.1.4 根据 上 面 的 证 明 ,可 以 把 gw 明确 地 表达 出 来 ， 
2 8 二 {1 一 g0)yi Æ O PO ERT y E F(A) Uige), 
Tt 


k 
rE (0/0 = | [OP 
r= | 


可 以 表示 成 z 一 | er ,于 是 


flr) = | [= E fo/NTo. 
i=] 


所 以 
TE Ker@Oon la, (litt gheorvy = 1. 
也 就 是 说 : 
Kerm = {a € (O,/QO0;)" a = 1}. 
由 此 可 知 gp 可 以 看 成 是 C- 模 满 局 态 ， 
foriy EF /FD Lyle = 0})— Ig/NI oq. 
MEH UK h Elo NIe 的 一 个 递 推 公 式 如 下 |， 
命题 3. 1.5 EJES QER PH 1 不 可 约 多 项 式 . 则 
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0,4 Qf J; 
[Kik = wane Q|. 

证 明 根据 引 理 3. 1,2 可 知道 有 BEC FCA 使 得 天 ,一 
Prtert3)7 记 ,如 果 久 + JM FP Poet RIB Pj EF) 
中 均 不 分 歧 . FR AG RC) Ds (8, 07)) 为 单位 ,于 是 [Kj jo 二 9. 以 
FER QQ]J. J= J U FE A ECF), E 
Ka SD EO 87 FF ABATE, RT AT GRR A E a Bb Fe Be 
位 , 于 是 

Cl — og) BF = A — DDE) = (Ne — (QD, E 
= Dr Ne&(p D; Ep ye 
= (Fra DD (Sr Cp / (Dy Epp ye 
= (Fre — DBF Di Op P. 
因此 
(1 — aP = (Fre — DB 10D BO), 
对 于 RAD HERES L.A 
Pia) 


《1 一 og) A; ae PPO /Dé (HON 
= (K) E (mod $>, 
由 于 DEMART. 在 FCo)/F 中 完全 分 读 , 所 以 有 YE 
F (Ag) (#48 8) +O E F Ag HET KBB BIQ 之 处 均 是 单位 
FEL Ngor le=[K;: lo FFA 
rn 


(Cl ~ 09) 7° = (1 — 0g) 87! = (Ka) E (mod BP). 
再 由 引 理 3. 1. 3 和 注 记 3. 1. 4 即 可 证 明 命 题 3. 1. 5. | 
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我 们 已 经 从 环 的 任 一 个 分 圈 单 位 出 发 得 出 已 中 的 一 系列 元 
RK d ESj 在 这 一 节 的 工作 是 挑选 出 所 需要 的 需 下 的 工 
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BE Chebotarev 定理 ,这 是 关于 算术 组 数 中 素数 密度 的 Dirichlet 
定理 在 整体 域 中 的 推广 . 

Chebotarey 定理 WE/K BEAR HIM ET K.ce 
Gal(E/K). UK 中 存在 无 限 多 个 次 数 为 1 的 素 理 想 ,使 得 它们 所 
对 应 的 Frobenius FAME To LRG PHARMA. 

证 明 aR 7] $ 12, 定 理 12. | 

注 记 3. 2, 1 更 精确 的 结果 为 以 o 表示 o 在 G PHRA., 
上 述 素 理想 的 密度 为 1 一 [Eee 

UTRIA AEn FAREA -sylow 部 分 . 

定理 3.2.2 Ruca WEFO 的 有 限 GTH, gE 
从 克 到 (ZNZIELCJ 的 G- 模 同 态 . 则 三 中 有 无 限 密 个 素 理 想 名 
满足 以 下 三 个 条 件 ; 

C) 2 的 理想 类 为 u; 

(2) PQ EFA A Sy PË 1 不 可 约 多 项 式 ， 

(3) HHT wWEW HA lwl FAA we ZNZ)’, 
BTR weW BA alu) Haudlud?. 

证 明 iH FB Hilbert 7- 类 域 ,有 即 Fl we) 


E H EF YSIS BEB OUR PK EL a At 
F 的 所 有 无 限 素 除 子 在 H 中 均 完 全 分 烈 . 由 Frf==F H 
Rosenc9 的 结果 知 : 和 4 辣 构 于 Gal CHAE), 并 E “i 
HRH Artin 映射 . 由 假设 条 件 图 3.2 


(Ng) =g) =l, 

于 是 有 vw 使 Nlg' 一 1. 令 FHF Fo AKREP), HF FLR 
ERTE fF' 中 是 情 性 的 ,可 知 产 门 太一 FF 事实 上 ,我 们 有 
让 [WR) 门 二 F( 见 图 3. 2). 这 是 由 于 

Gal€F' /F) = Gall Fy /F,) 
Av 阶 循环 群 , G r WEH Frobenius 生成 元 ,我 们 考虑 r 在 
Gall F'( wr) /F’) ERO CE. eG Gal{ F'( wa) /F') ,对 每 个 
wEW GRT Æ r BF’ wh) EAT. 
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T| wR | = wN, ol wr | 一 ww? , 
其 中 .7E Fe. 于 是 有 
ror} wh) = tol E(k) ee) = TT E al wh)) 
= pt pew) = Cow = Pwr = (wh). 
这 表明 rar =o. FARA Æ F ORK. Am rE 
Galt Fo H/F’) 上 的 作用 是 平凡 的 , 再 注意 到 FC we) /F' 是 Kum- 
mer 扩张 ,Gal (FF(Ww)/F') 中 元 案 的 阶 均 为 N 的 因子 . 但 是 
(CC 一 1 OAD) =1, Rae Fl we) 门 FH 一 .于 是 
F'iiwr|IQH=F QH=F, 
接 下 来 证 明 FP’ / CR") 可 自然 地 视 为 (天 ) CE BBR, 
Rp BE ar BA 
FCF )* = (F. 
Ra€F* a=b bE. Me HME AHERN, WA 
整数 m, (FG ro = eb., H F b= be 6, AF Ee = 1, 于 是 
(q’—1) |mN. 但 是 CN,g 一 一 1, 因 此 (g 一 1 im. & cee Fb, 
有 
r(c) = er! r(b) = gr! Pb =e, 
如 cE€EF'. 于 是 
a = b" = gp >» si Cty”, 
根据 Kummer 扩张 理论 ,我 们 有 
Gall F’ (wy) /F’) HomW,F). 
cE MAR O:(Z/NZ)LG]+F? WE, MT eCG.a 
oxy B g = lgi 
ie) = 1, Bull. 
其 中 心 是 5 中 一 个 固定 的 六 次 本 原单 位 根 .于 是 86E 
Hom{ W, Fẹ). 根据 Kummer 对 应 ,存在 YEGall F’( wr) /F'), 
使 得 对 所 有 wCW ,有 
Ob(w) = Y{ aon) /roy. 
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HE (wr) /F Bie ey ok. AEE a€ Gall HF'( wr) /F). 
使 得 
alu = ee Alec ya 7 
由 Chebotarev 定理 ,六 中 存在 无 限 多 次 数 为 1 RI Z, Hyj 
应 的 Frobenuis A ART e ASPB. 我 们 在 下 面 证 明 这 些 素 
理想 满足 定理 3. 2. 2 的 三 个 条 件 ， 
1) 由 Artin 映射 和 al, =u DERE; 
D 由 于 4 在 启 上 为 恒 等 自 同 构 , 而 但 = 信 个 R 在 FPA 
TAPE g —116(Q), BP QE Sy. thE ERO): 
3) 多 在 Fl wr) /F 中 不 分 歧 , 所 以 对 每 个 wEW, 有 [wjo= 
0, FE w H g RAAR Or QOD" 中 的 元 素 , 对 于 上 出 注 记 3.1.4 
A W OPP HERT WA wee (mod P), E ga 
态 ; 
[Log :WW — Z/NZ, ti- 全 《Tt ). 
HF NEO ,这 个 间 态 是 可 定义 的 . 记 Pr 为 2/NZ[G1 到 2Z/NZ 
El: 分 量 上 的 投射 , 则 又 有 和 群 同 态 ， 
Pr pW — Z/ NZ, 
并 且 
TE Ker(Pr - petila) = icy? zr] = XN 
<—>1Frob(#)r-'{ ph) 一 rÑ 
(对 每 个 r € Gal(HFICWR)/F)) 
Sr ò er) E (On/#P)* aa © Or/ PY 
<>2 © Ker( Logeg). 
注意 到 Z/NZ SEGRE AEA A ue € (Z2/NZ)* ,使 得 
Logailw) = ufr °- pw) (对 每 个 ww W). 
AF W E CHR. mA y AGMA ALHACHOQBAMA F- 
素 理 想 因 了 于 上 是 可 迁 的 . 由 注 记 3. 1. 4B lw) = ut w) P 
《对 每 个 we W). 这 就 表明 了 满足 条 件 t3)， 从 而 证 明了 定理 


+ 90» ASH hm fw 系 


3.2.2. 上 
9 3.3 分 辐 单 位 和 理想 类 群 


本 节 沉 要 有 限 群 的 整 表 示 的 一 些 知识 , 设 X 是 G E 进 域 
Q 上 的 不 可 约 表示 ,mm 一 dimX 是 表示 的 维 数 , 则 表示 空间 必 存 在 
— “BF L EG 
XG GLa (ZD = Aut L) 


ARS. 由 于 已 假定 避 |I 下 人 一 1 所 以 
c= i FT, AOD € 216] 
GI 


PRYF EFA, M 对 每 个 G- 了 ,了 CozZ， ay Z:(G]-.ic Y(X) = 
etx CY GJ) , M 
r BA 一 中 Y(X) 了 


其 中 G 为 G ERO 上 的 不 可 约 表示 全 体 , 而 e(X)Z/[G] 向 构 于 @ 
的 m 次 不 分 歧 扩 域 的 整数 环 ， 

我 们 还 澳 要 下 面 的 引 理 ( 消 数 域 中 Minkowski 单位 的 存在 
tE): 

9| 理 3. 3.1 设 工 上 是 有 限 戎 罗 华 扩张 , 吾 是 尺 在 工 中 的 整 
Ale. 则 存在 环 B 中 一 个 单位 ©, ABR fe". cE Gal (L/2) ERY 
群 在 B 的 单位 群 中 的 指数 为 有 限 的 . 

证 明 $on, BLHSMARRRT. DEO 
Gal (L/k) PB 4) AB a, 0°50, 是 Gal (L/D F D 的 陪 集 代 家 
元 :使 得 oo 二 go;(o01) (lig). 由 于 上 的 零 次 除 子 类 群 是 有 限 
的 ,所 以 存在 总 中 的 单位 在 ce: 处 是 零点 ,而 在 cc, 处 (2 所 1 安 g) 
均 是 极点 . 以 vs 表示 对 于 co, 的 标准 指数 赋值 , 则 g 一 1 阶 方 阵 

(Ce 

是 可 道 的 ,所 以 e 即 为 所 求 ， | 

推论 3.3.2 设 U+ 是 下 一 上 CAw)!+ PPB 下, CT), 


l= agl 


a = 


3.3 分 图 单位 各 理想 类 群 "9j 


GOM) =1, X1) G=Gal F/DEG, ERRA ARER W 
UOD ALN H H e(OZ:LG]-R. 

证 明 由 Dirichler fie, U eZ, 是 秩 IG| 一 1 的 自由 
Z,- 模 ,并 且 Ut: = D + oy). R e HOUT ee ay Minkowski 时 


fz, HPLC; ce’ aeG)] 有 限 ， WW) {6° ;天 1 是 工 线 性 无 关 的 ,从 而 
也 是 ZZ 线性 无 关 的 . 因此 
eCe = S | for = ] 


eT (Xe) = TX) =m Yr € G) 
—ae (X) = eC li Gox = 1. 
FE Ael. AF eQOZ, LG] Z-A m=dimy 的 
ARRE. HSZ AAR RL A U OO FEAR RY 
e(x) Z(G l-2. | 
FM uPAR ila EBA: 
定理 3.3.3 iR k=F, T), F=k(Aw)t, G=Gal(F/k), Y 
是 GG 的 上 不 可 约 特 征 , CPCM Ut A Ct Se F e 
位 群 和 (Sinnott) 分 贺 单 位 群 ,2 A F 的 理想 类 群 的 -ARS 
JAC} = (Ut /CT CD |. 
证 明 当 X=1 时 ,有 


ety) = iia’ = 1G * Norm, 
AR AT ACI = 100" /07) 01) | = 1, BP eR X= 1. LAR a 
£1. W N=} |UT/C* 00 | + (ACD ,由 于 
et (OI = ett /OUT OZ) 

~ enD Ut ZOU YN QZ) 

~ (YUU WZ) EO UT WZ)", 
而 推论 3. 3. 2 表明 eC DCU OZD BRA 1 的 自由 eCX)ZLG lm, 
所 以 eG + /AOUT)*) 是 循环 eC(X)Z[Gj- 模 , 设 oo ' 基 其 生成 元 ， 
出 oy RBA N. 

Ee eOOWUt/U TT e QD CTU O {注意 ,由 
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N 的 取 法 可 知 COSU YO. 则 一 定 存在 tjN, 使 得 
eCQ (Ct OU) =F Me QOZLG]. 从 而 e CX 的 代表 元 可 
A Ao} Be i Ci YY eGov?!) FFA 
I+ /C+ Op) = Ut st CT (Wty J = ei, 

ER ACORTAR a. Oo WB eO VER / FY 

生成 的 G-A, EX G-A: 
¢:W — Z/NZ(G], 
使 得 ol eO TO) =le. 由 定理 3.2.2 知 ,存在 下 的 一 个 素 理 想 
邑 ! 为 理想 类 a MRR. M#QA=ANRES MMA uE 
(Z/NZ)* ,使 得 
Go (eT = MP. 
由 $3.1 可 知道 ,考虑 从 ey 2 开始 的 欧 拉 系 ,得 到 Ko € 
ACE AERE LNI 中 ,有 
[Ko] = [Ko le, = go (eGo) = P. 


如 果 Ka 在 FF* /CF*)* BOS B® men =~, LE Fe 


Ka =f. Fol EI Xr 中 EJ] = Yo. eX eu 


ACY) ,所 以 在 ACD) PE n =0. 


于 是 我 们 可 以 归纳 地 给 出 ACX) 中 元 素 志 ,…, 忆 ,并 且 素 理想 
P, 是 理想 类 中 的 代表 元 ,使 得 Q, 一 2; 站 R ASAD Sy 


HAS ICR. 若 J= | fQ, E Sv Wl K F*/CF* "S W BEH Ay 
生成 的 G- 模 ,并 且 民 ;在 F' /CF")* PR m G =N [m WE 
CG- 模 同 态 y.W—>Z/NZ[Gj], 使 KI) 一 216. B m EAC) (i, 
:这 里 tyr} 是 由 oy ce; ERR BY 如- 模 , 由 定理 3. 2. 2 
惹 , 存 在 请 中 的 素 理 想 多 ,+ ,是 理想 类 ,的 代表 元 , HO, =F. 
ORES, REE uE NZ) ,使 得 

Fo, Ch) = ut, 
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Fda SR a E Sn ARRA eOr "开始 的 欧 拉 系 ,得 到 
Ky €F'/CF*)"J¢8 


[Ko J= [Ko Jo... + LK 


= fh, (Ks) -+ [Kh, 9 
TEINI do onedd PER ACK, | Je ut: Pres 
另 一 方面 , 设 Ky HE E/E YY PHBI ma G tiai =N oie 
则 存在 fr CF, BK, 一 了 人 于 是 sla ot BH 


r| Iata H| fia, =e is + SS) za lz, AT 


NIG te, Ago AREE ACK) / Cujes’ ， > wit = 0. 
BL Eat REA GA Le TE Bb AE AR T Bit A= Ga =" 2 这 时 
[| /ar ym 


BELL | ACD | | (t/t) SX REE LAC | | UC QD |. 


5-H AE EB? 3. 1 及 其 注 记 , 我 们 有 
TEA! = lAl = V+ C+) Z|) = TH feo. 


ye ü ze G 
FTA RET GALAO) = Utt (xX) |. 这 就 证 明了 定理 
3. 3. 3. | 

注 记 ” 近来 徐 飞 和 赵 健 强 把 定理 3. 3. 3 推广 到 任意 函数 域 上 ， 


其 中 分 圆 单位 改 用 了 Hayes 引入 的 椭 克 单位 . 


类 数 整 际 性 


在 上 手 纪 中 期 ,Kummer 在 研究 费 蕊 猜想 时 ,对 于 分 圆 数 域 
OO =e? sp 为 奇 索 数 ) 的 理想 类 数 有 ,给 出 了 下 列 结果 ; 记 
hi HOUE =Q HEO WER h, HA,/hs Way EZ. H 
HH po 时 ， 

pih plhy >p RRES Be [Lis T yah Fak 
B, Æa TRELAR GRA Bernoulli 数 ): 

t a B, 
el Sar 

Mp dt hy 时, 称 记 WEAR. GR RRA ERAS. 
Kummer 证 明了 ;对 于 正规 索 数 户 ,方程 

x? + yf = 2 
没有 正 整 数 解 (x,y,z), 即 费 马 猜想 对 于 指数 p EEN. Ce 
道 , 非 正规 索 数 有 无 穷 洛 个 ,狂想 正规 素数 也 有 无 穷 多 个 ,但 是 这 
个 问题 至 今 尚未 解决 . 此 外 ,Vandiver 猜想 对 每 个 pes 均 有 
二 有 ,这 个 猜想 至 今 也 未 解决 . 

后 来 ,Herbrand 和 Ribet HEH f E Kummer 更 精细 的 结果 ， 
以 4 表示 QC,) 的 理想 类 群 的 Sylowp- 子 群 , 它 可 上 自然 看 成 是 
Zz,[LGj- 模 ,其 中 

G = Gal(@(l,9/Q@) = {o,a © (Z/pZ)" }. 
而 自 同 构 mw 是 由 naO 所 给 出 的 . 由 于 GG 是 p 一 1 阶 循环 群 ， 
所 以 G 的 每 个 特征 的 取 值 均 是 p 一 1 次 单位 根 , 从 而 特征 取 值 可 
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以 看 成 是 p-adic BAH Z, FEE. 事实 上 ,G 的 p-adic 特征 群 
G = Hom(G,Z,) 
是 由 Teichmuller 特征 o: G— Z, 所 生成 的 请 一 1 阶 循环 群 , 即 
G = (ef 0<i<p—2}, How & 
wa) =a (mod p> (a © (2/pZ)"} 
所 决定 ,此 处 我 们 把 elo WR wla). 
Z,.GlA Ee S ICE : 


e; = H Twa) (O<i<p~2), 
对 应 地 给 出 ZLGH A 的 直 和 和 分解: 


fz 


A =DA,, A; = EA, 
my At = RA 和 4 一 BA 的 阶 分 别 是 AS 和 Ar 的 部 分 . 易 知 


| 4，| = A, | =1. 1923 年 ,Herbrand 证 明了 ; 当 pos 有 时 ,对 于 每 个 
i=3,5,°, 6-2, 
LAI 天 l>r BEE B 的 分 子 . 

1976 年 ,Ribet 证 明了 此 结果 的 首 命 题 志 也 成 立 , 对 于 以 上 所 述 可 
参见 文献 [57]. 

本 章 的 主要 上 日 的 是 介绍 Kummer 的 上 述 理 论 在 分 加 了 匡 数 域 
中 的 两 种 模拟 方式 (分 别 对 于 分 图 应 数 域 的 除 子 类 数 和 理想 类 
数 ) 对 于 除 子 类 数 , 类 比 于 Bernoulli $t B., D. Goss 引进 了 一 批 
EMA PTD EFIT] AF FUTIPRT ES 工 不 可 约 多 项 式 P, 
VA he 和 Ar Sp HRA AP A PRR ACAD) A CAP) ETER Ap 
=he/he ,而 以 p RRR A— FCT ORME. Goss ÆT: plk 和 
Plee 分 别 等 价 于 卫 除 尽 某 个 多 项 式 AT) (确切 的 叙述 为 定理 
4.1.5). 我 们 将 在 8$4. 1 中 介绍 Goss 的 这 个 结果 . 类 做 于 数 域 的 
情形 ,我们 把 满足 p+ hr 和 p+ ht 的 P 分 别称 为 第 一 类 正规 多 
项 式 和 第 二 类 正规 多 项 式 .在 $4.2 中 要 证 明 这 两 种 非 正 规 凶 项 
式 均 有 无 限 多 个 . 特别 地 ,Vandiver BAMA p + hi 是 不 正确 
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的 , 在 4,3 中 对 于 二 雇 不 可 约 多 项 式 P 的 正规 性 作 更 深入 的 讨 
论 ， 

对 于 分 图 一 数 域 Kt =k Ant MEE Al Ort Okada. 
发 现 早 在 30 年 代 Carlitz 研究 的 一 批 有 理 函 数 BATE RCT 
起 着 Bernoulli 数 的 作用 .Okada WEAR TT . p/ACO.)* 4 AW P E 
RET B, 的 分 子 ( 详 见 定理 4. 5. 5). 我 们 将 在 $4.4 和 884.5 中 
介绍 Bernoulli-Cartitz 数 8. 和 Okada 的 结 革 .最 后 ,在 84.86 中 
各 用 分 圆 单 位 给 出 循环 函数 域 理想 类 数 的 - - 些 整除 性 的 初等 判别 
法 . 


$4.1 Goss 的 zeta 函数 和 Bernoulli-Goss 多 项 式 


Æ 1983 ŒD. Goss!” E T% & zeta RB 


f(s} = on 
FE PR SR EE — PRE RY CEI ZB FR PRR SS 
限 域 上 的 射影 代数 曲线 ,已 经 构 必 了 Hasse-Weil 的 zeta 国 煞 ). 我 


们 知道 , 当 * 是 大 于 1 的 实数 时 ,级 数 >,z 对 于 通常 的 实数 域 拓 
EMEKA A EO ER RP RARER, MARYO X 
于 通常 拓扑 的 完备 化 域 . 现在 考虑 有 理 函 数 域 4 一 局 (T) 对 于 无 限 


素 除 子 oo 一 | 未] 的 完备 化 域 


1 
te= Fp) 
KEF Z RNALMAAMK R=F[T] mE EKES AE R 
HERË 1 多 项 式 构成 的 集合 Ri. PUR S zeta 函数 的 模 
H Goss 考虑 了 级 数 


taO = SIA = Sia), (4.1.1) 
n=) 


AER, 


其 中 


$4.1 Goss 的 zeta 函数 和 Bernoulli-Goss HA +97 。 


a,(s)= >, A 
ACK, 
deg A= n 


我 们 用 v 一 v 表 示 中 的 co-adic 标准 指数 赋值 , 即 v| 本 | = 1. 车 
s 是 正 整 数 , 则 当 degA—n 时 ,vtA 中 二 sm, 于 是 当 n 一 十 oc 时 ， 
Uia, s) = sa — oo, 
这 表明 级 数 (4, 1. 1 对 于 ce-adic FATHER. IT HEP E 
W sce Mit f(s) Choo. DEAT pS... CO) = 1 HER 2. EEE p 域 ， 
其 中 plg. 所 以 当 nl 时 ， 
a,(0} = > l =g = 9). 


对 于 负 整 数 *, 下 面 的 引 理 表明 5.,(s) 事 实 上 为 多 项 式 ， 
SI 4.1.1 设 下 为 FF 的 扩 域 ,W 是 KK 中 有 限 维 F- 向 量 空 
间 , 风 对 于 每 个 TEKK, 当 正 整 数 区 < 过 (gqg 一 1)dimW 时 , 均 有 
Sx +w)” = 0. 


we W 
证 明 iC n=dimW , ik W WF Beye, D 
Det wy = 2 Cx + ae, + + ae)” 
we Ww 


‘EF 


—. 
— 


7H 
I IES Ta ae 2% 
OS ty tt ot awe gpr" yt EF 


i a 本 由 1 am 
0 "a 


其 中 | ， . i | = př P=}, 


HF ite tinm Dn MABARA HB 
0<i,<q~1, FE D0) = 0E KK( 注 意 在 K 中 g 一 0). 这 就 表明 


Tolrtw)"=0. | 
由 于 
{A 元 R, deg A= n} 
= {T" + a TT! + + + ana tan © F,}, 
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在 引 理 4. 1. 1 PR K=k= F(T), i W SE LTT? TR 
基 的 F(a) EZ, BY SS A PTE EE m n> A 
am) = >, A* = Sor Tm" = 0, 


AEX, we Te 
deg = 


PUA E Cs) TE Th ER — m 处 的 取 值 
bat m) = >> A" 


AE R, 
er 
deg as n 


是 F(T IPM TR. 
RIREO 全 om TE RET OE C EHEAR 
Oo iT Goss 把 前 面 在 Z bse MAY CW. C3) 构 成 拓扑 群 
S=k XZ, 
EE EA RRP p Æ AIR AE, EERE 起 和 加 法 群 Z, 分 
5I BR LA co-adie 和 P-adic 拓扑 ,而 5 采用 它们 的 积 拓 扑 . 以 下 记 


l 
a 一 Fi ;对 每 个 AER, ,有 有 A=" ta, T: eee + de »n—degA 3 


1 (A) = WA = ] + art dar, 
于 是 (A4) 二 1] (mod r). AHA aE zZ, (AY BO E BY. E 
AWN ko PIR. 现在 对 每 个 s= Cs ESEL EN 
At = AAY E ha, 
而 新 的 Goss zeta RE XA 
Eo (s) 一 让 (so = DAT= So SIA, 4.1.2) 


AER, azo AER, 
degA rn 


HETER i RITE S 中 的 元 素 p= Crt), 这 时 
APD = (AAAY = mA Ay = A, 
于 是 CoD =Ë (@2)). 
在 这 种 意 疼 下 ,可 志 把 .看 成 是 .的 扩充 . TEA S EA 
6 有 好 的 性 质 , 我 们 需要 如 下 引 理 ， 
51 理 4.1.2 iK EF HPR. HEKERE eR RH 


$4.1 Goas 的 zeta BAA Bernoulli-Goss SHA =。 go. 


Wi». Xi W KP PARE r- HEZE, F A ET weWw, 
HA uw) 1. 对 每 个 正 整 数 EW 的 所- 问 量 子 空间 
W, = {w © Wivlw) Sf), 
则 对 每 个 1EZF。(p ÆR K 的 特征 ), 均 有 
vi Dae + w)') > Q — 1) dim., 


i=1 


证 明 由 于 函数 ZK i(i tw) 是 连续 的 ,并 且 正 整数 
集合 是 Z, APSR. ART FON TE Re AD TE aE ap af. 
由 于 W=$W,2W,2>-, RNR W He FP, oe, ye, 
(n 一 dimW) ,使 得 它 的 前 dimW, 个 是 W, 的 一 组 基 . 设 > 为 正 整 
数 , 使 得 妇 , 关 (0) ,Wi 一 《0), 则 对 每 个 1 过 j 志 rr, 有 Wj, 二 Wi 外 
W, HP W, 是 以 {a:dimWijy 十 1 所 A 和 dimW,} 为 基 的 向 量 空间 . 
于 是 对 每 个 正 牡 数 i, 有 

之 ,1+ Ww 二 $, O +w tee H w) 


w EW, 
1 
-2 | D eiw 
Wo TER w EW, 
phot EFS 
由 引 理 4. 1. 1 可知, 当 i 之 (g 一 DdimW Bt, Zw 一 0. 而 当 iS 
wE W, 


vÍ Dw | SiS tg 一 1) jdimW’,. 


we W, 


于 是 
vl 2441 + wY) > 一 D Ryan, 


J=1 


= ig 一 1) SdimW,. i 
定理 4.1.3 Fu. S222, Leai. 


« 100 = Him Bw HB tt 


证 明 对 每 个 s= fsp ERA XZ,,ACR, BR 
At = 5, M Am 
是 0 4 HER R. 所 以 我 们 只 需 证 明 由 4 1.2) 式 定义 的 级 数 
E Cs WC RBM BY. 我 们 有 


f(s) = > sc si), 
m=O 


其 中 ( 记 x 二 未) 
cts) = > CAN = Sl Cl tara tes tart, 
AEH, ap EF, 
degA—a 


在 引 理 4.1.2 PRW 为 中 由 下,…… ae" IK RR AY F,- [8] ESB, 
Ti 

dimW, =n—~j+1 aA<jin+1). 
所 以 由 引 理 4. 1. 2 得 到 


vc, Gs3 3) = Cg 一 1) Dj — J + 1) = Ce — Donte + 13/2. 


j=l 


由 于 v Cs") = nu (s5) JE n YER HE ORY, TO a + oo Bf, 
vtso "ccs d Hao AMA E T RR C. 1.2) 对 每 个 s€ES5 都 收 
D. | 

EM 41.4 STREP RR i200, & Bernoulli-Goss 多 项 式 
为 


dez a , 若 (q Dji 


dz t=! 
H £..(z,0)=1 WPM A(T) =0. 1, 24-1) i Bt, 
由 引 理 4.1.19 
BT) 一世 (一 站 一 DS) A Uae DFEN, 
AER 


I 
degAsiifte -- 1) 


bo 一 (一 让， Ale —-D Vv i; 
BCT) = 


(4.1.3) 


站 二 .上 Goss 的 zeta pA Bernoulli-Goss + » 10] + 


Earr, D= DS x DAL, 


teint 一直) AER, 
degt = 9 
于 是 
BT) 一 一 >> AidegA ((g — 1)|i). (4.1.4) 


ideg ast /(g— 1) 
Wr ACT) eB Ee FL 中 的 多 项 式 , 我 们 也 可 把 (C4. 1. 3) 各 
(4,1.4) 式 作为 B(T) 的 定义 .下 面 的 定理 给 出 这 些 多 项 式 的 数论 
意义 ,可 看 作 是 分 济 数 域 上 的 Kummer 结果 的 一 种 模拟. 

定理 4.1,5(Goss) EPH FATIPS 1 FHER, d= 
degP =F, (T), Ap MAE 45> 5524) BR e Ap) Al ECA AY 
BRS AS. hr 一 hp/h# , 记 ABR PIE. 出 

piki = FFE i, lig? —2,(g—1) 2, FB PIB): 

Plh SHE 1.1 Sisigt—2.(g—-1L) i EB P|B CT). 

于 是 有 P lhe FRE i, 1 Si<g*—2.{8B PET. 

证 明 EG =Gal (kA CAD) /k) = (04: AE CRIP AAF 
RAPD AF R=FT). E R/F. 男 一 方面 ,以 上 表示 
复数 域 C 中 一 个 gq 一 1 次 本 原单 位 根 ,gy= 二 部 , 熟 知 p 在 分 圆 数 域 
全 (外 中 剩余 类 域 的 次 数 了 为 满足 =l (mod gg" 一 1 的 最 小 正 
Mes. BR fda. PUT ZO RBS .人 2|p, 有 

ZENEPE = Fy = Fy. 
THAR 
pZ E] =R/ (P). 


RA E EZEN" PARA g1 A A= pE CAER) 在 
CR/P)" 中 的 阶 也 为 g 一 1. 于 是 G 中 存在 特征 w, 使 得 w(4) 一 
alean) =E. 于 是 有 

gol A) =A (mod PFP), 
特征 w 的 阶 为 g 一 1; 因 此 它 生 成 特征 群 GE G = {wi 0<ixg? 
2). FFA w ERRES- Di MAARE. 5. DS 
出 了 
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hp = |] ate), Ap = JT ace), 


Irga 1 
i—i ihri 


其 中 


AER, 


DlA), EDY is 
hla) 一 


一 Dd wW(AdegA, EQ- Dli 


ATR, 


由 gw (ADEA (mod POM KF 房 (T 的 公式 (4. 1. SAIC. 1L 4) 
{#79 3) 
Gila) = A(T) (mod P), 
于 是 
Plas lap 
= 存在 11 Sisig’ — 2,(¢— 19) E Places). 
但 是 ACI EzE], i 
Ph mh) = 0 E ZR 
SATO = hl = 0 E R/CP) 
P| BACT). 
这 就 表明 了 
plhr < 存在 站 Tt 太一 2 a D l E PAT). ALET 
证 明 plar 的 情形 . | 
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KRPSHFLTIP RIAD AS HA. 是 F, 的 特征 . 如 果 
PA he Cp t hi) UP 称 作 第 1 类 (第 2 类 ) 正 烛 多 项 式 . pla 
{pihF);, 则 P 称 作 第 1 类 (第 2 类 ) 非 正规 多 项 式 , RA BYE 
明 非 正规 多 项 式 有 无 限 包 个 ( 见 定 理 4. 2. 5). 定理 4. 1. 5 表明 了 这 
个 问题 依赖 于 Bernoulli-Goss 多 项 式 8B.(T) 是 否 可 被 P 整除 .下 
醒 先 给 出 证) 的 一 些 基本 性 质 ， 

定理 4. 2. 1 (1) HERR ” 训 (T) 一 0, 而 对 于 >A 
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BCP) = 1— > ,TBT 
Cy —13|¢s—43 
(2) 8 CTI=B AT)? 3 
(3) [RBA Rijd EFEK. WE =j (mod 9g 一 1)， 
pi 
BAT) = 8Cr) Gnod T — T). 
‘Se. PRET IP d KSI TAS MA. M jH 
i=j (mod gq" 一 1) 时 ,有 
BT) = A(T) (nod P). 
证 明 (1) 对 每 个 nei, A 


D> A= >, DOT +a 


AE Hi HER, aE F 
dkgA=-7 degi =n} 
= = E Ferre ~ i -和 
= > T > B > a” 
re 由 h fi ot 


= 
Uig Df Gb) A b=: 时 , Qya' = 05 G4 (q— 1) \G-~& 1 
时 ,他 va 一 《一 1 一 一 1. 于 是 


r—t " 
s=- SS | |r 5 Bt 
AF, b= i} b 
deg =n tp- ba deyðan- 


F gDr i Rt, 
PT ?一 S A= > DA 


AER, atl AER, 
degd= a 


i—i | 
=1-> > ae St R 
b HER 
I |C =h) degh—a— | 


| 
1 
Mi 


; 
EZO 

h= 0 8 

ig- Iiiih} 


Wt 4 (g—1) [ee Bt. aD GHT gi) jb 这 时 
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BT )= — ou” > Al’ 
eT tan 


一 之 ,人 一 人 十 了 > dr T” >, B 
Amin 


> | | > B — al: raat 


BER, 
(一 下 | 站 -13|6 


站 H== Of, 


i-i oc} 
BIT) =1- >> JTB ( 当 (g 一 D 之 1 时 ). 


D a DY i 时 ,由 于 域 一 F(T) 的 特征 为 p， 
BaT) 一 > Ait = | >) "= BEY. 
对 于 (g 一 1)1i 的 情形 ,类 似 可 证 明 . 
(3) 4 i Jl, =} (mod 2 一 1 时 . 则 对 每 个 AE RR,, 均 有 
A = Ai (mod Te — T), 
FE- DY i 时 ,有 
PT) 一 D ASAA 


= BT) (mod T% — T). 
对 于 (tg 一 1)1i 的 情形 ,类 似 可 证 明 . 最 后 一 个 论断 是 由 于 每 个 首 1 
不 可 约 dd REMME T-T HAS. 从 而 本 定理 得 证 ， | 
由 定理 4. 1.5 可 知 , 计 算 记 (了 荆 ) 的 具体 表达 式 和 它 的 素 因 子 分 


和 4 站 可 的 多 项 式 的 正规 性 a 185 + 


解 , 对 于 研究 除 子 类 数 ar 的 整除 性 是 很 重要 的 . 目前 只 对 一 些 特 
殊 的 情形 得 到 了 AOR AR RIAM. 以 下 记 s 二 gq 一 1, 对 于 正 整 
ay; 的 g-adic 展开 式 
i= Qt Oe Lg l) 
我 们 记 1G) = 2e EZ. Bal iG)=i (mod s). 
引 理 4. 2.2 设 i 是正 整数 . 
(1) & Gs, 0 BPTI l; MGI 2s, 0 


w — jr 


Pe pls 


BCT )=1— > | T 
js 


C2) Ay t=a-t bg" 为 g-adic 展开 式 2 并且 IG) =a t bq, 
iE o=a+-b—s(221), M 


é - 
BCT) = ] — | | cre — TY., 
p 
证 明 (1) 定理 4. 2. 1 中 的 递 推 公式 可 以 写成 
-二 于 证 ™ ! fet — y. Fp" 
ACTO = 1 — ` [|r PR. a CT). (4.2.1) 
I js 1s 


完 设 16) 安 * ,为 证 87) 一 1 只 需 证 明 对 每 个 js ASKARA 
(| =o (mod 记 }; 这 里 P 是 F, 的 特征 ， iy i= Zap 和 和 js = 


ub. p" 是 p-adic 展开 式 , 则 Lucas 定理 是 说 
|= IBI H (mod p). 


Js 


所 以 当 | | |#0 (mod pit WIRE b Ka (HE e). 由 此 可 知 


i 
Js 


EGE) = EG ss} 站 1, 
{ASE fC js)==ys=0 (mod s). FÆI >is XX SRBIWO<s 
MTE. 所 以 当 20D <s I. BCT = 1. 
现在 我 们 设 IOS. 由 (4. 2. DARANE ee Rice, 
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| |#0 (mod p) 的 情形 . RA lai <li) es. 但 是 
js 
iGis}=0 (mod s), PL Cjsd=s. 于 是 
fG@ 一 js} = (G9) — js) S&S 2s -— ss = 5. 
由 前 面 所 证 可 知 A-a (T= 1. 代入 (4.2,1) 式 ,得 到 


m= 全 | jr, 
jei JS 
(2) HF i0 =a tbs, rel 
ACT) =1— Heis a 
2 


如 果 | | jz (mod £),,lsijs<t?, EB ELE fy =s FH js E 
g-adic ARRS p= lm tm HIER. EHS s—axim=cé. FE 


A(T) =1— >” s 


m 


| Thm tates 


5 ~~ Ft 


i a= Dap Al s— m= D bp 是 p-adic 展开 式 ,如 果 | “| = 
0 (mod p), W044. p—1 (对 每 个 e). 这 时 


a. ~P—1-—86, T! ai(p—1—a,)! 
p-l-—a}  &te—1-6,)! 


= (— 1) (mod p). 


于 是 有 
a E a, -r atm: 疡 一 一 心 
,= = L) uPD 
== (— per "J (mod $), 
再 利用 恒等式 


(@=a+t+b—s), 


do 


便 得 
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b 
PT 一 1 一 之) (一 pero | M | Teen tenn 
PvE 


i 一 ”性 


m—sF—ua 


È 
= 1 一 > (— pe | | Tomson 


mis— a m a Ss 


bi E , 
-1 一 |。 > ao CR yj =m +a s) 


seo 
。 
-1-| em-ry J 
站 


例 4. 2.3 对 于 分 贺 数 域 的 情形 ,Kummer 的 结果 表明 了 
pihs=>plAr Ff Vandiver 狂想 对 每 个 奇 素 数 p WA pY at. 
对 于 分 辆 函数 域 上 4,) 的 情形 ,下 而 的 镜子 表明 了 除 子 类 数 it 和 
he eGR F, 的 特征 p 所 能 整除 ,是 彼此 独立 的 ,并 且 所 有 可 能 的 
情形 都 会 发 生 . 

CL) FERAL. 5.4(1) 中 给 出 也 十 hp 一 hhs 的 铺 形 ,其 中 p= 
g=2: P=T THIEFLT], hp 一 1， 天 二 一 了 1， 

(2) 在 例 1. 5. 4(2) 中 给 出 了 pp 十 AP plap 的 情形 ,其 中 p= 二 a 
=5,P=T' 2E FLT] Ai =1 Ap 一 2"51. 事实 上 ,由 引 理 4. 2. 2 
中 的 (2) 可知 


3 
ATD =l K (T Ty 


一 1 一 3075 — TY =0 (mod T? + 2). 
从 而 由 定理 4. 1. 5 也 可 得 到 p Az. 

(D 当 户 一 4 一 2 时, 对 每 个 BasE7] 中 的 首 1 不 研 约 多 项 式 P, 
LkCAp) :&(Ap)* ]=g—1=1,80 &CAp) =A CAp)t ,于 是 hp =f? Az 
=1, 我 们 在 以 后 将 证 明 , 存 在 无 限 多 的 PEFRET. t2|A-=aAt 
( 见 下 面 的 定理 4.2. 4). 所 以 给 出 无 限 多 的 王 满足 pp 二 Ap plat. 

《4) Rae plat 同时 pihz HOI. RK p—g=3,P=T 
—T—lE€F,{T ,由 引 理 4. 2. 2 算出 


] 
pitT 一 1 一 jam =1-—-T+T=0 (mod P), 
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B(T)=1— (Te TY =0 (mod P), 
骨 由 定理 4. 1. 5 可 知 31Az FF ASAP. 
定理 4. 2. 4 当 g=2 时 ,在 FE 了 TT] 中 存在 无 穷 多 个 第 2 类 非 
正规 和 有 1 不 可 约 多 项 式 . 而 对 每 个 o 23.4 FLTj 中 均 存 在 无 穷 多 
个 同时 为 第 1 类 和 弟 2 类 非 正规 的 首 1 不 可 约 多 项 式 . 
证 明 我 们 只 需 证 明 ; 对 每 个 固定 的 g MEREEN n, 
上 LT] 中 均 存 在 首 1 不 可 约 多 项 式 PP 和 正 整 数 a 二 atP), 使 得 
adeg. >n, # A 
PIAT) AEA il + (8 DSi (g—-— 1) (8g' 十 1)). 
(4.2.2) 
WRACA, HF an ERK a Fr pi E. 2. 2) 
An PAAR ST. AEEA 1.5, 取 ii=(g 一 1)6o 十 13》 即 知 
plas (这 里 p 是 OF, 的 特征 ), 于 是 这 些 忆 是 第 2 类 非 正规 的 首 1 不 
可 约 多 项 式 ， 如 果 eS3,RMi=jt+le—-i¢g Ax<j<q—2),7 Hi 
plir : 即 这 些 PP 也 是 第 1 类 非 正规 的 首 1 不 可 约 多 项 式 . 这 就 证 明 
了 定理 4. 2. 4. 
现在 证 明 上 述 命题 . 对 于 固定 的 g 和 ,在 引 理 4. 2.202) PH 
{二 7 十 (9g 一 ]79” (1 守土 4 一 1); 可 知 
q — | 


BCP) = 1 — | (TT — Ty =1— T-T", 


(4. 2. 39) 

由 于 下 [TT] 中 次 数 不 超 过 的 不 可 约 多 项 式 都 是 耳 一 7” 的 因子 ， 
由 (4. 2. 3) 式 可 知 在 FLT IB Arue- (TARA n HBL 
AAAS P. iw d=degP Cn) FS a 是 满足 a 二 xi (mod dM 
RNEER, MSec GER P| Bip gig (TAC. 2. 3) 式 知 
d 二 nl). Bin] aR TEI GEA. 2.1030) A 

Piste tTO = fire- lT) = 0 (mod P), 
再 由 (C4. 2. 3) 式 知 

Bren Tir vm TT) ASiga nl). 
于 是 
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Bau- lD = Bigg) =O mod P) (lS 7S q— 1). 
这 就 完成 了 定理 4. 2. 4 的 证 明 . | 

Fit (1) Goss 种 Sinnotttal 利 用 近代 算术 代数 几何 工具 证 
明了 比 定 理 4.1. 5 更 精确 的 结果 (相当 于 前 面 所 述 的 关于 分 贺 数 域 
Ooy 的 Ribet R): XIF G=Gal(k( Ap) 8) 的 特征 群 G = fe’, 
rig 一 2), 以 A Rea RCA) AY BR TS EA Sylow p- 子 群 ， 
At am 有 4 的 ww- 分支 , 则 有 直 和 分 解 ; 

A = AÐA, At = QADA = D Aww), 

JF H A+ BI SE kCt BY BRT AEE RS Sylow p-F R, R | At | 和 
4 [分 别 是 大 和 hr 的 p- 固 子 . FE SCARE EA Ts SE Ie 
Sg d A E HAA Pipe- T 利用 这 个 结果 ,我 们 
在 定理 4. 2. 4 的 证 明 中 实际 上 得 到 了 ,对 每 个 g 兰 3, 在 下 [7 中 存 
ERS SP SIR DASHA P, 使 得 plat HH pilhar. 

(2) AAS o RASS FL TIPE SEES SH 
SOS EMR AY 4 SIS 24 ges ARB F(T) PERSE 
ERS SH Ri EMH AN HSM. 


$4.3 二 次 不 可 约 多 项 式 的 正规 性 


在 本 节 中 我 们 决定 [Tj 中 二 次 首 1 不 可 约 多 项 式 的 正规 性 . 
当 为 素数 时 ,由 Ireland #1 Small 给 出 正规 性 判别 法 ,对 一 般 情 
Fee Fl or RO. 
我 们 固定 9 Se F,LTJ] 中 二 次 首 1 不 可 约 名 项 式 
P = T+ AT + B, k = F(T), K = klp), 
由 类 数 公 式 知 
hi = IBI | 一 XT + a)) = TJ ] 一 1 


xe kt reoxkt 
ry, IHX, 


所 以 每 个 二 次 的 PP 必 是 第 2 类 正规 的 多 项 式 , 我 们 的 目的 是 给 出 
P 为 第 1] 类 正规 的 判别 法 , 设 g= 忆 ;由 前 述 可 知 : 
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P 为 第 1 类 正规 的 多 项 式 和 >p 1 hp = 二 hp 
APL AT) (对 每 个 i,] Sigg’ — 2), 
但 是 当 ]1 寺 i 夺 g :一 2 时 ,i 的 g-adic 展开 有 形式 i 二 a 十 Bq. 这 时 
BT 可 以 写 出 明显 的 形式 ( 引 理 4. 2. 2): 


b 
ACT) = ] — | Kea — T)”, 
p 


其 中 p=atéb—(q— D104 2 和 0 时 有 0) 一 1). 所 以 
P 为 (第 1 交 )? 正 规 的 多 项 式 


= CTT) mod P) 


xeba i, pq 1). (4. 3.1) 
MRE T HR T +a Cee F,), fil 
(Tra — THOST T, 
出 (4. 3, OAM PDRE PT HoA AER. 所 以 当 
PSII Y 9) 时 ,我 们 不 妨 设 P=T?’—d. BRE P 是 不 可 约 的 ， 
A] Mi d Zé FS 中 非 平方 元 素 . 
定理 4. 3.1 设 4==p,P 为 F,[ 了 TT 中 首 1] 不 可 约 多 项 式 ， 
(1) 当 户 =2 时 ,P=T? 十 4AT 十 B 正规 二 A 是 Fi 的 乘法 群 


生成 元 , 特别 地 ,Ff 人] 中 共有 地 9"9C4 一 由 个 二 次 正规 多 项 式 


《2 表示 欧 拉 晒 数 ). 

(2) 当 pont wt P=T’—d (4 WF; 中 非 平方 元 素 }, 则 
下 列 三 个 条 件 彼 此 等 价 : 

(2), P EEHAJ, 


È 
(2). bo AD 4lCF, OFA 2629s b=9—1); 


(2), 4d 为 乘法 群 Fe 的 生成 元 ,并 且 对 于 g= d) RN 
AiR 22k <b << p— 1 HR k 和 By of tts yay 的 有 


FU yA 1e 


a= Oo 
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证 明 《1) 24 p= 2m. 
(Tt — T= T” — T? = (AT + B) — (AT +B) 


= A(T" —T) (mod P). 
AF P Y TT, RUTI —-T=A (mod P). 由 (4.3.1) 式 可 知 


b 
P Ege] jar (mod P) 


(F lápba l, p 之 9 一 1) 

SA El EF (SETI IS ps g— 2) 

SA EF; 的 生成 元 . 
熟知 FS 共有 gplqg 一 1) 个 生成 元 ,而 对 每 个 生成 元 ASHER ge 
BE Ff TAT +B 不 可 约 . 所 以 F,[T] 中 共有 省 g*9g) 个 二 次 
正规 首 1 不 可 约 多 项 式 ， 

(2) HF a EF; 中 非 平方 元 素 , 所 以 ds =—1 (mod p), 
于 是 
Td =—1 (mod P), T’— Ts— 2T (mod P). 


H (4. 3. DAR A, F 
P=T'—dE€ RIT] Q= P, p28), 


有 b 
P GE = | 一 27)° Æ i(mod P) 
(对 于 1 Ses bsg l,e Eq l 
24 p 时 ， 
b b 2-1 
| | aT y= | K DPT - (TT?) 2 
p p 
b pet, 
= (Fhe 2)r z: T 521 (mod PY. 
Ti 24 二 四 二 9 一 1 时 ， 


È 
P (— 27° = T! =— ] (mod P), 


因此 
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i 
PEM, | 二 27 2 天 1 {mod F} 
0 
(CF 了 所 bgo l). 


b 
=| | aay Æ] (mod F) 
20 
HF 2h 206 <g—1). 
这 就 证 明了 (2) F102), St. HE (2) a. Mid SE FS 的 


生成 元 ,于 是 ag = (4d PEE FS 的 生成 元 . 
AEREAS (2),: 94202), FRY WA AMS, CONS 
A— 1 {8 48. 


Ait h. 
“TI |= lE Fe 252k 26,2 f-1 OSH A— 1). 
joo 
a> 
< 
b= > bp, 2p = 2k(g — 1)/(p — i) 
= 2k(1 + pt p* t+ t+ p>, 
H Lucas i MH H 
b L b, 
(4d)* = t=] EF, 
25 LI] let Lee, 
IX RMA C2). 4077 JB. 


最 后 证 明 (2)s=> (2),; 9 #02) AAR p Ab wee 


b 
= obig l, 并 且 | 9 | (4d)°=1E F,, TÆ E F, 但 是 4 
p 


为 F; 的 生成 元 ,所 以 2 二 |p. 于 是 
e= kig — Dilip — D [= kU + pt pres + pT, 
其 中 ab (Al 4 2osig—1). 4H p-adic BH A b= 


Dip ; 出 
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b, 


gur 


=ù 


XFA PA. 这 就 完成 了 定理 4. 3. 1 的 证 明 . | 

注 记 Ireland 和 Small 对 于 49== 思 斌 3 的 情形 证 明了 (20,40 
(2)z 等 价 . 注 夸 (2); 只 涉及 基 域 下,, 所 以 我 们 有 如 下 推论 : 

推论 4.3.2 g= g Eps n>m, p33. 如 果 FTI 
存在 正规 二 次 首 1 不 可 约 多 项 式 ; 则 在 F, T PEE. 

WEBA 设 斌 为 F[Tj 中 正规 二 次 首 1 不 可 约 多 项 式 .不妨 设 了 


=7* 一 后 . 由 定理 4. 3. 1 知 4 是 Fi 的 生成 元 ,于 是 gd 广 1 为 F; 
的 生成 元 . 易 知 存在 ;的 生成 元 d EIS g= (ST. 再 由 定理 
4. 3. 1 可 知 

7? — “te FAT) EE SY 


n— ] b; 
=s] A iEh, 
7=0 


WF 2S 2k 2b, Sp —- 1,0 j<gn— 1) 


D 
ares, 
Zp 


m — È 


b. 
=e [I| ,| lE F, 
F 25 Aab Snl m l) 
P. 
=> T>? 一 a E FLLT ] 中 是 正规 的 ， Í 


以 上 对 于 思 二 2 的 情形 给 出 了 二 次 正规 首 1 匀 项 式 的 完全 刻 
划 , 并 且 决 定 了 这 种 多 项 式 的 个 数 ( 定 理 4. 3. 1), 下 面 讨 论 plete 
形 :我 们 把 多 项 式 POM PT +a) ta€F) 称 作 是 等 价 的 ,因为 
它们 有 同样 的 正规 性 . 

定理 4.3.3 设 3 和 加 委 269，9 一 在 ， 则 下 面 所 列 是 中 FT] 中 
正规 二 次 首 I 不 可 约 甸 项 式 { 等 价 类 ) 的 全 部 清单 (每 类 中 给 出 形 如 
PP 二 了 一 Q 的 代表 元 )， 

D 9 二 3 H glg 一 1) 类 :T? 一 gq, 其 中 dd 过 FF: RRA GHEY) 
生成 元 
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(2) 0 一 5， 1%Æ#:T’ +3 
q=25, 4 类 :72? 士 41 士 2 2) 

(3) 9 一 7， 1 类 .:T? 十 1 

(4) 5 一 13， I 上 迷 : 了 ?十 5 

(5) 9 一 31， 228.7°-+58 77+25 

证 明 O) p= 二 3 时 ,车 = 了 一 4 正规 ,由 定理 4. 3. 1 中 欧 
2) 可知, 这 等 价 于 4 是 Fi 的 生成 元 (因为 (2): 的 坊 一 个 条 件 显 
然 满 足 ) ,由 此 即 得 C1}. 

利用 定理 4. 3. 1 中 的 (2):,Irland 和 Small 计算 出 了 ; 当 5 扎 记 
269 时 ,F,[ 了 Tj| 中 只 有 以 下 一 些 二 次 正规 首 1 不 可 约 名 项 式 ( 每 类 
p=5,P=71°4+3:;p =7,P =T? +13 =13, P =T? +5; 
p = 31,P = T? +5 MT? + 25. 
根据 推论 4. 3. 2, 45s p< 2693+ o%5,7.13,31N, A g= 
户 ,FE 了 中 均 无 二 次 正规 多 项 式 , 所 以 只 需 考 虑 a=’. p=—557, 
13,314 AS2H WHE. 

(2) 设 p=5,g =p. R FaF, 2). T — dE Fa TIE 
规 , 由 推论 4. 3. CASTE RE ARA OC d 一 3. 出 此 得 到 4 个 
解 :4 一 土 1 士 2 2 (另外 两 个 解 4 一 十 v2 不 是 Fi 的 生成 元 ). 而 
定理 4. 3. 1 的 和 条件 (2) 对 于 0 一 25( 即 p=5,A=2 RY. 所 以 
FssL 了 中 有 4 个 二 次 正规 首 1 不 可 约 多 项 式 ;T*: 土 (1 土 2 2 ), 对 


于 g= 二 125, 我 们 有 
es 


好 当 p—5,A= 38 ce BB. 3. 1 中 的 条 件 52): 不 成 立 , 这 表明 当 = 
Sat FLT 中 不 存在 二 次 正规 首 1 不 可 约 客 项 式 . 由 推论 4. 3. 2 知 ， 
当 gq 二 :C4 之 4) 时 也 是 如 此 . 

对 于 记 一 7,13,31, 我 们 分 别 有 : 


a} 45 
‘059 ened n, 


$4.43 & ww #115. 


3147 
s| | |=1 (mod 13), 
i 


31 1 于 3 3|; 8 
kk + pi |= 24 . BINGE (mod 31). 
所 以 当 q= p p=, 13, 31M 4 之 2 时 ,FF,[T] 中 均 不 存在 二 次 正规 
不 可 约 多 项 式 . 这 就 完成 了 定理 4. 3. 3 的 证 明 ， “| 

$ DO 我 们 自然 提出 下 列 一 个 初等 数论 问题 ,对 每 个 素 
数 p> 37h) F; 的 每 个 生成 元 g, 是 否 一 定 存在 整数 和 上 5, 使 得 


b 
252k DbSVp—1, aecop—i, “| l= (mod P) ? 


Irland 和 Small Hit 474 338 8A 2437p 269M, LAR 
管 案 是 肯定 的 , 如 果 此 问题 对 所 有 pp 宇 37 均 有 肯定 的 管 案 , 则 定理 
4. 3. 3 就 给 出 了 (对 所 有 4} 全 部 二 次 正规 首 1 不 可 约 多 项 式 . 

(2) 如 采 研 究 次 数 实 3 的 首 1 不 可 约 多 项 式 的 正规 性 ;就 需要 
对 i 的 g-adic 晨 开 式 有 之 3 项 的 情形 给 出 B.(T) 的 表达 式 或 率 因 子 
分 解 性 质 ， 

这 在 文献 [204 中 有 一 些 不 完全 的 结果 ,可 供 参 向 . 


$4.4 指数 国 数 


B EHHE T o mma K =R CANA K ETTE Ae Ht Ad 
是 否 能 被 域 的 特征 p 除 尽 与 Bernoulli-Goss 多 项 式 BACT} 有 直接 
TKR. 我 们 在 下 节 将 会 看 到 ,理想 类 数 htOx)!' 是 否 能 被 p RRM 
k= F(T) H — H aOR (Bernaulli-Carliwzz & BOGE 
系 . 这 一 节 是 为 介绍 这 批 函数 作 一 些 准备 工作 ， 


RAVER AES k=F, C), R=F IT] iit k= F,((4)) 
R bE GRR BR Foo = | 3) HSE the vd Ra. FHoo-adic 标 
HERBI vo ge | = 1. AEE ATE AS ARE ED. 如 前 所 
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述 , 我 们 把 .RR、oo .和 上 疙 分 别 看 成 是 数 域 情形 必 .Z、 通 常 绝对 
É RCS A CCS BAA. 
MPEP OH EX YR REP R- 秩 为 ] 的 格 . 对 每 个 正 整 数 上 
eM 
Rh) = {A € R,degA < Ah} 
(ALE deg(O)=—co) Hk HW AMF RTS ABR 
1.7 7T2 TO. EM 


Crea (2) = 2 lj [1 — =). (4,4. 7) 


Cake FRA} 


我 们 要 证 明 : 对 每 个 rEZ 有 h-xoo 时 ,上 式 右 端 对 子 co-adic 拓扑 
MERAH. 于 是 可 定义 出 & 癌 上 的 全 纯 函 数 : 


Erriz) = limezua (r) == JI | ] 一 Z] + (4.4.2) 
oat YR 
PER TH YR 的 指数 函数 . HT 
exl z) = Yz | | | ] 一 A = Yeg(z), (4, 4. 3) 


ioe R 


所 以 本 质 上 只 需 研 究 格 R 上 的 指数 函数 ， 


ete) =z TJ {1-4}, fray (2) = 2 l IT [3-2 
日 天 本 在 Rik} 


t aE R 


BE nJ. CHEB eam Cz) Choo AIC OYE. 显然 ， fru zi 是 klz | 中 
Hg KEDR, ERREG A RO). 
定义 4. 4. 1 FDE RERA AA, RECAE 


式 
f(z) = Diaz” (a € RS). 
引 理 4. 4.2 8 f(z)EE 红 [zj], 则 下 列 两 个 条 件 是 彼此 等 价 
的 : 


C1) f(z) 是 og K gq- 线 性 多 项 式 , 并 且 £00) 40. 

(2) POE AO PINT ARIE d HE 下- 向 其 空间 ， 

证 明 (1) => (20: AF Pe) = £10) £0, f(x) 无 重 
根 , 易 知 A(z) 的 gq PRE RF, 上 的 向 量 空间 . 
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(2) = (1): AW I EKLER. 4 dO, ee BR 
并 (此 时 f(z) 一 z). 现 设 命题 对 a — 1 SE A I ae Cae 1), 
RORY d SEP, - [5] el a am AV KV Dw, A pOswe ee, 
Vi dé F, 上 dd 一 1 锥 向 量 空间 .于 是 有 

fle) = [le 一 g) = [|e —s—aw) 


oF) 


= [lee 一 aw) 
a= F 


(由 归纳 假设 ,g(z) 是 gq :次 9- 线性 多 项 式 ) 
= | [i — agiw) = gz — gw)? igle). 


Asi HE 9 次 9- 线 性 多 项 式 . 由 于 SOA PASH. E 
Flay = fOO. l 

由 引 理 4. 4. 2P RA hern) E l SPH g K 
RELTA 现在 我 们 来 算 这 个 多 项 式 的 系数 . 为 此 ,我 们 引进 
FE: 
fa] =T’ —T GY, 
D, = 1,D,= 000-1 — 2)*--fij*' = (pn, Grn; 
s = 154, =k — li — 2)--f1J = GJL G21. 
今后 仍 用 RER R==F[T] 中 首 1 多 项 式 的 全 体 . 

引 理 4.4.3 (1) 对 于 上 商定 义 的 号 [7] 的 中 多 项 式 ,有 

F] = LIP. D, = |] A. L =LCM{A € R,:degA = A}, 
deg |; dents 

LAPP RRR PR SLA SMARK,LOM 表示 首 1 多 项 式 的 
最 小 公 倍 式 . 

(2) 对 每 个 万 宇 0, 有 

L; 


h 
er lz) = DC— 17 DE 
iz i t —i 


证 明 G3) 熟知 [==7" 一 下 恰好 是 F,[T] 中 的 次 数 能 除 尽 i 
的 所 有 首 1 不 可 约 多 项 式 的 积 . 另 一 方面 ,对 于 每 个 首 1 不 可 约 多 项 


x? 
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A P, U vp 表示 点 的 P-adic 标准 指数 赋值 ,wn(P)=1， 则 不 难 算 出 


[hdegP | 


oea = 之/ gh" = up ( a A) 
1 一 | ACR, + 
e- r egal = A 


h l 
Up( im) = [aP |= up(LCM{A € R,.degA = h}). 


由 此 如 得 关于 D FAL, 的 表达 式 ， 
(2) RAER: EET AO. A 
LI e-a = Se 17 ee (4, 4.4) 


we ROAD i= D Ta ; 


M4 A= OWT. (4. 4.4) 式 两 端 均 为 z, MiZ. 4. DORF RRT, H 
记 (4.4,4) 式 左 端 为 e,(z), 则 


esiitz) = I] (z — a) = e,z) » [[ I] (z — aT* — B) 


wi ACA+T aE F“ RE Hik) 
Wf 


= ez) | fede — al) 


ue Fi 
— elz) i] (elz) — ae,(T*)) 
#e an 


(由 于 es(z) 是 9- 线 性 多 项 式 ) 
= elz) | | (e,(2) — aD,) 


at F 


{由 本 引 理 的 (1)》 
> 一 e, (zy? -一 e, (2) i ! 


内 

“4 tf D 
二 一 一 一 k—i 

2; I) Pra 


,_, Dh k 
二 所 Ie 1» Dit. z 
‘由 归纳 假设 ) 
Pr 


= gt + ¢(— |)" 7.7 


"h 


四 一 "人 HE ei . i 2 ki. TM. Fe nh ele ea ce RO a aa a a a T m, 
Te oo Me eae l E a T SB ed et | a ' 


TN . ' _ 一 . : . 
. J oo EH . A 
— — — — — ' eee =.. =i = g — 一 四 soe ee "t EE ee i Á Á M O — -l i o ome eee 
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DD p 
DY, Dt Lh. 


h I 
十 之 , (一 + ont 
pea | 


= SS a o pe 
t= fh DL, 


这 就 证 明了 (4. 4. OR. 特别 地 ,我 们 有 


_ e lz} 


D 
一 《一 }])* —4 
i (— 1) Tn” 


站 关中 ROAD 


再 由 (4. 4. 4) 式 即 知 
erw) =l [|] sj az) 一 re 1)' — | 


Dx eE Nh) i=0 D. A 


现在 对 每 个 he2, 
To mi E 

L= f) ren} (4.4.5) 
由 于 v| h =deg(i+1j—degliJ=q't!—¢q' >o (uh ioe 
时 ) ,所 以 无 穷 乘 积 

a. 二 fey 

r= ima = LI TYT 

Wears ket. 我 们 用 Rae Y = [l] E pA 
根 { 全 部 根 为 extaE F) WU rR BH r ERRA. 对 于 


TS ;指数 函数 有 更 简单 的 展开 式 ; 以 下 邻 
eCz) = Cile). C4. 4. 6) 


定理 4. 4.4 (1) ec(z) 一 之 三 ， e(T'2) =Te(z) tele). 
(2) 4 


- 中 
log(z) = 之 ,一 1} L 


则 对 每 个 eee ule) >i, A.: 
log(e(z)) = z, eClog(z)) = z. 
证 明 (1) 引 理 4. 4. 3 给 出 了 erm (zx) 的 公式 ,现在 计算 它 的 
w R erh = limera) (z). 通过 计算 ,由 (4. 4. Rala. 4. 3 
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的 (2) 可 表示 成 ( 令 x, =m = 1): 


lo py Sateen 
TERED. = z 2 1> puis Ai, C4, 4, T} 
现在 记 
h yi i | 
m= DC Dm = r) 
i i 了 
= daa F Gho (4,4, 8) 
其 中 


Faa 一 >, 9 On.2 = >, ‘ 
ocr | 3 | [$ lox 
BL Ze HE WI A cont, o0. HES BY ma = a 和 


vim) =n] A 
VU{A 一 i> = "| E Ay =g — gi) G = 2). 
PERET ije 有 
UR — m) = min {väi — Maa} = g g G aN 
is E. 


4 joo, AIA vir r d =g eg G2), PA 


v BL C, ， 一 | 


= wa) +g — CE 
由 此 可 知 当 hco sa, 7*0. 另 一 方面 ,ms 的 和 臣 中 的 每 项 (包括 
1 一 上 一 1 各 APTS. i h—coft sd, 2 — Ô, 这 就 证 明了 oa, 一 人 0. 
现在 在 公式 人 4. 4.7) 中 令 h 一 o2 ,得 到 


+g — go’) GRAA. 


co 一 二 了 (一 1 与 [im 


tO 


| 


二 > (tz)? /D, 


wT >ù 


(注意 (一 17 = (一 DE), 


§4.4 指数 函数 " 321 = 
再 由 (4.4. DARN 
elz) = eziz) = eR iz) t= > Z, 
rÜ r 
进而 由 此 式 可 知 


Telz) 十 ez)? 一 >> 
ito 


LF 
=Tz+ 2z lata } | 


Tx? Pal 
D 7 | 


(Tz) 
= > — — e(z), 
gaat D, 


(2) 利用 ce-adie 估计 ,可 知 级 数 logo E viz) >E 
证 的 ,并 和 且 此 时 vtetz)) 六 一 1 所 以 当 v(x) 六 一 1 时 ,edlog (2) fl 
log tetz)) 均 有 意义 , ATED PHP SR, RRR eliz) 
和 Jog(z) 均 看 成 是 “形式 ”大 级 歼 即 可 . 换 司 话说, 我们 考虑 集合 
B = {> a2" ja Ck}. 
io 
引入 运算 :对 于 e= uae", P= Qube", A 
a+ p= Sea, + net, & p = 2a = Dyab, 
RI Ca e Aiz) 一 aCB (ze)). Bi £ 对 这 两 种 运算 是 非 交 换 环 ， ZILA 
为 z. 并且 易 知 : a= Lar OTR > MY EH 
do 天 0. FeO AB PROB IR WER DH logi). 由 于 


elTz)=Telz) telz) Hz HA logie), H e(Tloge) =Tz+2". 两 


wma Ht log ,得 到 
Tlog(z) = log(T’z) + log(z*). 


® log (z) = 人 azy , 则 Ta, = aT! +a. (i 之 1), 而 ao 一 

loge) loela) | emo l. FÆ @, == —a;_ Lt] G1). 递 推 得 到 

a= (DL G20). RAENT log) 2-1 FI 
注 记 4. 4.5 (D RINK. R=F LT IM cca ZAC RY 
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类 比 .由 于 
sinr 一 xz | | È —- 三 | 一 xx {| (1 — 5] (r= 3.14159), 
ont f n me | n 
g—i 
ete)~ z JT [1 - Ž)= IT £ |. 
Qae R ER, 


EF DA $8 BER Me en Cz) EREE aK sinr 的 类 比 . sinrxz 的 零 

点 集合 是 中 的 秩 为 ] 的 格 Z, 而 e oF ARGE APRA 

WER. ROAD BR el) Ser (xz) 的 周期 为 xR (有 即 对 每 个 

a€nrR,e(2et+a)—e(2)), FUE MIRE Bor 一 1Z 的 指数 

pay e. 我们 知道 x 二 3, 14159… 在 Q 土 是 超越 的 .类似 地 ,Carlitz 

的 一 个 学 生 Wade ELEREN T AESF LAREN. 
(2) 现在 说明 指数 函数 


elz) = elr) = 2 FJ [4 一 三 | 
Dre rK a 
A § 4. IPEK Goss zeta HX 
Es) = SA GEZ) 


AER, 


之 问 的 联系 . 由 于 e( 2) AY RHE e a) a 


lL — etz) | 1 
etz) elz) | > 


cL aK 
于 是 
Z =] zx ral 
e(z) + pa z a ; 之 a 
=1— Sx Seni) Ma 
ji iz NFAER 

当 (g 一 1) 寺 i HT, 

> A = DAT Sa = 0; 

O4AER AER, “er” 
ig 4tg—1) [7 HT, 


>, 4 = @-D DAT = DAT =— Le). 
ACK, 


HAER AER, 


$4.5 Bernoulli-Carlitz*#” 和 理想 光孝 + 123 。 


于 是 
ifg—l1 


) 
t,titg — 1)), (C4. 4, 9) 


= = 
5 = DAF 


但 是 e(z)= Que"/D, 的 系数 属于 &, 所 以 xz/e (z) 的 系数 
Calil ID GOTO 020 也 属于 大 由 于 在 到 上 是 超越 的 ， 
APUAS..G@(g—1)) Gels LH BH RM. 已 知 整数 环 世 的 单位 
群 是 2 阶 循环 群 { 士 1} ,而 环 R=F,| 了 Tj 的 单位 群 是 4 一 1 阶 御 环 群 
F; CA a PA gq 一 1 烛 当 于 数 域 情形 的 2( 又 例如 说 : [Q(t ); 
OE) JEZ CECA kAd 一 9 一 ,所 以 (gq 一 1)Z 相当 于 偶数 


集合 2Z. SERS zeta 函数 上 (5) 一 Zan BSA £(2n) /e™ € OOH 


每 个 正 整 数 n. Ae ERR CW GG (g—1)) P ERGP 
看 成 是 它 的 模拟 ， 


84.5 Bernoulli-Carlitz* 数 ”和 理想 类 数 


在 多 项 式 环 F,[ 了 中 什么 是 阶 腾 函数 nn! 的 模拟 ?这 是 Carlitz 
在 30 年 代 考虑 的 一 个 问题 , 1 om = ay tang t+ +g” 是 非 负 整数 
m HY g-adic 展开 ,定义 下 [了 中 的 多 项 式 
一 (4.5. 1) 
其 中 D ASE MLS 4.4. 我 们 知道 ,n! 有 素 因 子 分 解 式 ; 
n= |p, a= >| > | 
$ el 
下 面 的 引 理 表明 r. 在 R= FCT) Py RMR. 
引 理 4. 5.1 D=1. 对 于 ml, 


r= [ EP”. ap 一 Di] 
RE PHF (TIPH AIA AS aR. 


证 明 以 op RR R= FTP P-adic 标准 指数 赋值 ,wer(CP) 
=1 , fF m—ateagt- tag KRG 
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ar 一 mp = > avp lD) 
i=] 


= SF ler -r= SF] 
= Dlr] | 


Ho Bm 0) RY Bernoulli-Carlitzz & (HERR EE fi] k= 
FCT) Pay 4 FE es). Carlitz 把 8, 作为 通常 Bernoulli $t 4, AY 
类 比 , 因 为 对 于 5B, 有 公式 
e” = 1 2 me 
H Ct 4. 9) 式 可 以 看 出 六- A 6...) ZARA SF mo. 
B = {oe 若 (9 DIM, 


0， 否则 . 
其 中 对 于 Cg 一 1)1m 之 0, 有 


(zz = > A™ 一 一 SA 


AEE, AER 


进而 ,定理 4. 4, 4 表明 了 指数 函数 的 反 函 数 为 


A 


z 
lo ( j; — (— in’, 
= BT, 


由 此 可 知 
x _ etx)?! 
<j" 26 1 ———, 
(A> 
记 ez) = Sea, 


mo 


$4.5 Bernoulli-Carlitz“#¢* 4] H E 2 Hr - 125 « 


mÆ = 2 (— 1) Aa, (4. 5.2) 
amti 
Th W p] Bernoulli % b. 是 有 理 数 ， 它 的 部 分 分 式 展开 式 下 ， 
von Staudt 定理 局 一 一 2 (mod Z). 


Carlitz Xi F A MHAR BLAM YT RMB GREE 
D. Goss 对 此 作 了 更 系统 的 处 理 . 为 此 目的 ,我 们 引信 如 下 定 议 ， 
定妆 对 于 尺 二 FLT 中 的 元 于 构成 的 序列 te， 


RBM De 称 作 Hurwitz Rk, RK H-A ek. 


例如 ;指数 函数 e Cz) = 他 /D, Æ H-B AY m=’ 
MPa =D. FELA A.=1. M mq’ 时 , A, =0. 
定理 4.5.2 (1) WA FRR PRPC RHR HH 


运算 形成 R- 交 换代 数 ,并 且 He Seen 可 道 时 ( 即 4 天 0 
时 ), 则 其 逆 为 H-E N ASE F; . 
(2) E s= QBs" HBR IEA 4, 一 0, 则 对 每 个 有 >0， 
S/T, 为 HBO. 所 以 对 每 个 HH- 级 数 ss (se) MBE H-B. 
证 明 D Res Dp M p= 之 天 er EE H-ARD) a 
+8 FRE 五 -级 数 , 并 且 对 于 AER, Aa 也 是 五 -级 数 . 再 证 ef= 
Deer 也 是 HH- 级 数 ,其 中 


i oy 
A R AEH: 24 it j—=mi, jon Pr, | 了, 这 一 点 由 引 理 4. 5.1 
可 直接 看 出 . 这 就 证 明了 所 有 -RG R RERA 进而 车 
ap =i Rij .45 一 1, 于 是 AEFI. MLA AEF; :网 B= Ar» 


而 当 mr 之 1 时 ,可 递 推出 来 


= 第 4 章 EAEE 


所 以 * =A 是 HR. 
(2) it s= DFE" EHR An ERME). AF A= 


Lue ;我 们 有 
sr 一 下 Te 
ATE R EI h= 情形 证 明 六 Am 是 五 -级 数 即 可 . 这 时 有 
r: 
5 r, — AN ant . — =, 
7 2 Ta Pn! mr, 


ms | my 


所 以 只 需 证 明 rm I; Eag- a m= a,+a,gt Hag s Di) 
Pa LL TI Ds fDi} = [JO +19. 


Pin DE = (Dad DEUE paf TEn) = TI [i+ 2107 + i)e 
由 此 可 递归 得 出 ， 
To /TY = Ht Cpt ti—yyeefy +17} 


=). (4.5.3) 


BiG. P=D..,/D.DI UO.) =G,0—1. ms ein, 
f= Gi + D-DD = EJ + DY) DY, DD 
ti 


l D 
=E= 


由 此 可 归纳 得 出 :对 任意 ij20 WAG PER. C4. 5. 3)? 式 表明 
T Dr BE Ty /TY AM PED, | Prag. | 
定理 4. 5. 3 ” 设 mm320,B. 一 六 ,其 中 No 和 多 -是 已 LT] 中 


LRA ASK. WW. 没有 重 因 子 , 并 且 若 PP EW., 的 首 1 不 可 约 
因子 , 则 g] |, 
AA) 


证 明 ”定理 4. 5. 2 表明 了 e(z)" = Dy = 


| Cis} 一 l}. 


级 数 , 即 


$4.5 Bernoulli-Carlitz* 数 ”和 理想 类 数 。]27 。 


AMER, MR e(z)* -AP 所 是 H-B, TE Px. | Aw. 注意 
Ppi = CD, B99" =» Ay A 


Aw’ (DD, 7! t 1 
{A H + L h l m € 
A, Ade — Py, L,. , [A] rat 


再 由 (人 (4.5. DAEA W. A FR LOM (LAS: smat) 
于 ,由 于 每 个 [都 没有 重 因 子 ; 所 以 W 也 是 如 此 ， 
H rP E W. 的 首 1 不 可 约 因 子 ,r = degr. 现在 要 证 明 
Cg’ 一 121m. 定理 4. 4. 4 表明 
eiT z) = elz) + Telz) = o;e(z)}, 
其 中 pr 是 $1.1 节 所 述 的 Carlitz 模 作 用 . 于 是 对 每 个 ACR, AF 
0,4 


ss (4 , 
e(Az) = o,lelz)) = >I jec (5i 1.1.1), 


Lli 
其 中 | ”|= 4. 于 是 
Az z > ee 
aD ~ x)= - ae 


由 于 右 端 是 万 -级 数 ( 定 理 4. 5. 2) ,所 以 左 端 
Az z — By, = m 
CAR 一 | 一 Pa r Aca — l>ez 
也 是 五 -级 数 . 这 表明 了 PIW ACA). RERA Ag — IR 
FR PV 的 生成 元 代表 , 则 PlA" 一 1, 于 是 gg 一 1 jm. l 
这 个 定理 表明 E., 有 妇 下 形式 的 部 分 分 式 展 开 式 : 
B= >, 所 + Ems 


grey Le 
其 中 Beare R, degap~degP. 这 种 通常 Bernoulli 数 的 部 分 分 式 
展开 (von Staudt 定理 ) 有 相似 的 形式 . 经 过 详细 计算 ,了 .Goss20 
得 到 妇 下 的 确切 结果 ,证明 从 了 略 ， 


2 138 。 第 4 章 类 数 整 除 性 


定理 4. 5.4 (1) B qÆ g=. S m= Bp 是 m 的 
P-adic 展 开 . 如 果 m HER PATHE: 
(1) (p— in| uk (4 h= DUB,/n(p—-1)); 
D Cg*—1)|m. 
则 
(—1¥ 1 
¥ Gt, P’ 


其 中 ge ERSF LT). 220M yE€ Fi 按 下 面 方 式 决 定 : 设 


En 一 gm 一 


m= 242.9" 8 9 -adic 展开 , 则 


T = h(a, 十 Qa, 十 … + sa) + nh, y= Léa. 
mE m PTE EDA. WM BC FT]. 
(2) 1% g=2. WE m HEE EERO , MW 
— Athy, Bu= Bint 2 $, EnE FLT). 


当下 一 2， Zim 时 , Bn = Eat + gz. FLT]. 


1 
了 2 十 了 十 1 


] 
T?+T +1 
— 。 d, 1 
ge F(T). 


F m AA E RODOS , 

442 | an Ff, B,CF,(T }. 

424m Ws Ba gat ata: GWE PLT I 

最 后 我 们 介绍 Bernoulli-Carlitz $ B, 积分 圆 函 数 域 CAE)+ 
理想 类 数 的 关系 . 

定理 4. 5.5” WASP) gQ=p oP 为 FF[7] 中 首 1 不 可 约 
多 项 式 ,d 一 deg 忆 之 1, 民 一 Ap). 如 果 plaACOxn)* , 则 在 在 某 个 m, 
F. 


84.5 Bernoulli-Carlitz"S¢” #1 AE r “129° 


证 明 ia tE P-torsion IA W S= (AE Ok 的 
素 理 想 ( 完 全 分 歧 ). 以 Ko Bam K E PWR Wl Ke 
=F) ,所 以 对 Ke 中 每 个 元 素 avola) =—0,8 fade 
F, [a] | 使 得 (COC KF) a= f(A). AFF CeO FCe(2)) 都 
是 于 -级 数 : 定 理 4. 5.2), 07 


F (e(z)) __ A, i 
fean 2 rT” 


th, 是 五 -级 数 , 即 A EROTA ;0). 现在 对 每 个 ilsi 
gq’ — 2,532 MH 

GU s R/CP),a-*A,, (mod P). 
FAH PR ay EAE ME ffz) 的 选取 方式 无 关 . 如 果 
EF siD 一 a 则 Fa) 一 gu) 被 4 的 极 小 多项式 


Prlud/e = || Ce — 2°) 


OR Ae RPS 


Be FS , 即 
Hu) = g(a) + prudu hlud), Ate) © F [ful]. 


(eiz) 
令 ee) D pr B, € FLT]. 


由 pr (iw) 三 0 (mod Pru PA 
pr(e(z))e(z)'=0 (mod P,z**-'), 


Z (prle Del) D= 0 (mod 已 ,ze 一) 


由 此 可 知 A=B; (mod P) BUR a Cl <iscg’ DBT EM 
的 . 进而 由 feo e= +g g 可 知 9 BRYA. ULE 
Fi XU, 其 中 U BB BRR, RU Mew A/a i FAC 
Riydeg4<dj 生 成 的 分 辆 单位 群 C=C, CK OOC E & OW 2). 
于 是 有 
(UC = et F} C] = [U$ F} C] (5/BE 1.2.6) 
二 上 COx)+ (CRE 2.1.1). 
HF? Cher(q) 2 E H AS 
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gilli +» R/CP), 
再 由 R/CPORDEMEA p BSS: 
gi U’ RACP) (1 Sigg? — 2). 
以 表示 个 罗 华 群 
G = Gal(K/k) = (R/(P))" = FY 
的 特征 群 . 对 每 个 XE GLAU CO RAR UU Or Feb xk. 类 
WE COO. 则 CC 是 二 (的 子 群 , 并 且 当 x~X HCOOH 
加 生成 的 ;其 中 e= ux). 而 当 XxX 一 各 时 ;CCX) =U Q = 
Cd). 由 于 Ux 二 Fy UK ,可 知 当 多 是 非 实 特征 时 ,也 有 U(X)==COXY) 
=(1). 所 以 
U/C= © UGD/COD. 


MALE G 


MR plan *=LUcJ= H wow, 


lære G 
则 存在 如 天 XE G+; 使 得 p15UCX) :CCX)J, h Fdims UCX) 二 1， 
FACTU", FE l 
PAD = 0,1 ig? na (4.5.4) 
ATE on EG, A AW = py (A), pu lel) =e(Nz) CEMA. 4. 4). 
FEM Siig’? — 2,47 


So N 1 p- 
RAN = e(Nz) el) 中 ”的 系数 (mod P) 


= N18BT_ Lr. (mod P). 
w F WF k= FCT) PR BPE SS ||P. 而 8 是 mod 的 Teich- 
muller ##7E .@(e,)=Nmod P), MtF 
XEXE Gt, | = > Xoe — 1). 


aE ir 


有 GANS X IOB; L/T; (mod P) 


Je G 
=1 if, (mod P’, # y= 8， 
o lo BAR 
HELS Sg RNP * Tre RAT HE 1 Sis 


34.6 PFARRER T + 131+ 


g?—2.(g—1) | (IR E y= HE PIB... 这 就 证 明了 定理 
4.5.5. | 


$4.6 (BF Reger “at Bt” 


ASF AT) K/h 为 nn 次 循环 扩张 ,Cn,9 一 1) 二 1, 并 且 有 首 1 
SMA MEF LT PR KZRA. 我们 说 过 ;在 洱 数 域 中 go 一 1 
对 应 于 数 域 情况 的 偶数 2. 本 节 中 所 谓 类 数 ACK ACO Ya 
性 ,是 指 它 们 是 和 否 能 被 ?一 1 的 某 个 素 因 子 ! 除 尽 . 我 们 要 给 出 关于 
这 个 向 题 的 一 些 初等 判别 法 ,很 像 是 数 域 情形 的 讨论 :99 

以 下 国定 9 一 1 的 一 个 素 因 子 忆 于 是 :二 1. 记忆 CK) 为 
K 的 分 贺 单 位 群 :Cx = FC, (CK). 定理 2. 1, 1 表明 了 [Ux:Cx] = 
g(K ACO.) A 


eK) = J] [Ja-—x cw. 


ywxe G IM 
现在 假定 
CE) (nsg—1)=1, K/k An ROR SE ; 
CI) MAM K MST, KORA); 
CH) Ran HREM eH MHP’. 
在 这 些 假 设 下 可 知 g=, FE 


LU tC, | = A (Ox). (4.6. E) 
我 们 引入 Ux 的 一 些 子 群 ( 记 为 和 NN 一 Nxn) 如 下 ， 
Ur={etEUr: N=}; OF Cx 


UP ={e€Ug NEY) 
k = {EEUE (Kay 【对 pA | 一 
K 的 每 个 无 限 素 除 子 D}, Uk Uk re 
(Ug = {el EU}. CO n>! (Cry 
类 似 地 有 Cx 的 子 群 Ck ECP CE CK. 
由 Ca) 一 1 可 知 有 如 下 的 直 积 分 解 ， 
Ux =U XF? UP =ULX FY, 
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Ce=Ch XF? CRP =C X UE Y. 
于 是 由 《4. 6 1) 式 可 知 
AOO = Uk: Ck] = [UR CP I. 
由 于 KCACAy)* oe MARR PO K Paar Ao 
=P Pa ERE HH | ACOK A — PPE BE Ag 1H — 
RAT. 

定理 4. 6.1 WK K/k RE ERECT CE) 和 (下 ). 则 
下 列 二 条 件 等 价 : 

(1) AlO); 

(2) FF 7E RRA RP KC aK aek’ R 
PUNE KOS a ) 中 均 完 全 分 烈 ， 

WBA OK 的 Hilbert 类 域 H (KOEIE 大 的 最 太 不 分 歧 阿 贝尔 
扩张 ,使 得 天 的 每 个 无 限 素 除 子 均 完全 分 列 . Rosen EAR T : th 
P PPF Gal HK) ROAR F OK 的 理想 类 群 , 再 注意 1g 一 1, 从 
而 天 的 7 次 阿 贝 尔 扩 张 都 是 Kummer 扩张 . 由 此 即 可 证 肯定 理 
4. 6, 1. | 

我 们 现在 用 分 圆 单位 群 来 刻 划 PAO). 

定理 4.6.2 设 扩 张 天 人民 满 足 条 件 (I7 CIOARA), W FEA 
二 条 件 彼此 等 价 : 

(1) £ ¥ hCOr): 

(2) Ck NCk= (Ch; 

(3) C= (CY. 

证 明 619902): lOO = LUC] UA sEUkK 一 Ck， 
使 得 AEC TE EC NChH— Cy. ORT CNCE 
C. RZ uE Ci NCh — Ch), 5 u= aE K* Way, 
我 们 可 以 取 ae FS a =l, 88 aac U TE aeg (FU 
& H u= laa Y € (Ch), Be) =u ECCh, AW IUk: Ch] = 
A(O). ME u& KYB Ki u)/K fe i Kummer 扩张 .由 
uEUx 可知 天 的 每 个 有 限 素 除 子 在 天 (Ya ) 中 均 不 分 歧 . 由 
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“ECt 可 知 玉 的 每 个 无 限 素 除 子 在 K Yu > 中 均 完 全 分 裂 . 于 是 
tCOr) 《由 定理 4. 6. 1)， 

(2)=9(3); 这 是 由 于 有 直 积 分 解 CE = (CE CK) XE 和 
(Ce) = (Ch CFS, | 

以 上 定理 告诉 我 们 : 7 AOOSHN Y C=C. 现在 我 
们 对 于 后 者 第 出 一 个 初等 判别 法 ， 

首先 固定 K 的 一 个 无 限 素 除 子 多 , 则 Ka 一 F,| | 未)]- 所 以 
元 素 aE KS 唯一 表示 为 | 二 | -adic 展开 : 
此 -一 Zalk) C E Fi, En € Fl, m= vela), 
我 们 记 sgnle)=cn, Mj Hensel 引 理 给 出 ; 

a E (Ks)y eosgn(ta) E OFS PA Luella), 
所 以 对 每 个 2 天 ;有 
aE Kay OK 的 每 个 无 限 素 除 子 20 
osgn(t(a)) E CFS) # E |velr(e)) 
{对 每 个 +EG = Gal(K/k)). 

Be TE ERS PP 

| Q=F(GV/U + a + o ++ 4+ ob, 
其 中 6 为 上 的 一 个 生成 元 . Aon) = 15 a BBR RR HA 

K =C CY Æ A-R, REME ER Gal (20 Ay) /EY 等 同 于 
CR/CMD)* , 则 大 的 固定 子 群 等 同 于 CR/ACMD) ' 的 子 群 N. h KO 
Aw) 可 知 FS ON. RAR AIS RAMS N', 使 得 N=N' X 
Fi ,于 是 对 每 个 EkCAhw)!+ ,有 
N apte la) 一 J dest). 


H F Gal(K/2)=G2CR/CM))' /N Bon RARE, AR ACR, 
使 得 1{1,4,43 ,Am 1) 为 (RAT AN 的 完全 代表 系 , 所 以 o 一 
oj 是 如 的 一 个 生成 元 ,而 Ce 是 由 FS M gOS DDE 
的 ,其 中 
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m= Nyati (EASD) = Nuat Via) 
= [Jat a, (4. 6. 2) 


RL aC FE; 1 y=apecCx’. AH 
Ce = 7. 

ASA A in EF, 上 的 维 数 均 是 一 1、， 换 旬 话 说 ,CR 二 C8/ 
(Ce) 是 由 3 生成 的 忠实 循环 人 2- 模 . 

我 们 再 固定 一 个 非 平凡 同 态 ; 

PF; RR) — 下 (加 法 群 》， 

并 县 考虑 映射 

SC FLX I/CX* — 1), 


用 一 】 


eS (e, X) = se KT! (mod X" — 1), 


RA EECE sle)—ssen(e)). HF eec, F 


a— | 


S'(e,1) = Spe") = s(N ka tE)) = 0, 


I=) 


BY MICK — DIS Ce, X). 于 是 诱导 出 同 态 : 
SCP REXIO +X fee +X), 
eS (E, X) = S'(e,X)/CX — 1). 
PM SENOS XS E. 如 果 由 AAYE OR FAX VOA X +e 
+X" FER 0-0.0 S Æ R-RAS. 
类 似 地 ,我 们 有 男 一 个 2 AS 
T-CP —> REXIO +X +e + X77), 


可 一 ] 
ecT (eX) = DEDKA — 1), 


于 下身 


其 中 :te) 二 vz (le) (mod 门 .不 难看 出 
k C= C/C) = Ker(S) 门 Ker(T). 
定理 4.63 i K/k An RAMS KR. AHUREA), 
CIOCI). S 
LEX = SOK), BAX) TOX CO Sin — 2), 


$4.6 fi Pp ag Rte ah ex" ar AE” * 135+ 


FCM = C1 +X ree NM OM) st Fe (ND), 
BOX}=— CL +X +e EX Fg (X) ge CX), 
Wi F ACOISCICY) ge ADSL 
证 明 DH ACK) Ogia DERA FLX /04X% 
十 十 和 ”的 理想 ,所 以 是 由 OX) 4 RR B.S 
ACK) = C1 +X +e + XOIA), 
则 
SCOR) = ACXYIFORY FER] 二 RY) = O), 
RERE C Keris). 但 是 
dims (CQ 4? = dim, (P = dim; h(a)? = deg f(X), 
dim, Ker(S) = dimp, (CK) — dim, £05) 
= (2 — 1) — (xn — 1 — deg f> = deg/. 
Br Et Ker CS) = 7", [a] FE a] i Ker (7 = 70" H r CX) = (1+ 
Kee +X X), 于 是 
Cz = Ker(S) 门 Ker(T) = 7, 
其 中 


LEX +e + XO 
FOXY. gO) 


于 是 dime CE =deg(/ (X). ge ( X). 这 就 表明 了 

EX ROSC = (CY (定理 4. 6. 2d 

CE = (F048) ,.eCX)) = 1. i 

定理 4. 6. 38 T AOO TARR pP OR 
g(X 72 At MEHR ERNA. 现在 可 以 把 这 个 计算 化 为 
更 官学 的 方式 , 对 于 天 中 无 限 素 除 子 F, RIA OM AA) 
中 无 限 素 除 子 器 和 冲 * ,使 得 第 如 ,第 + 王 再 一 (网 定理 1. 2. 4). 
4 d=degM. i 6 4A IR M-torsion WA ,使 得 对 每 个 AER. 
deg A’ =d—-1,4K)8 

wg CA") = Cg — 1)(d — degA' — 1) — 1, 

FE vg CA" A = — (g—l deg A’. vs =vgt (ATA) = —deg A’. 所 以 


ECX) = LACK) CX) ] = 


- {36° a4 SS oy BR TE 


fg) = ef | [abe C6.2) SRD 


Re Nv 


- Seen | 
sen | ABT? ZA 


= > {deg[BA +] — deg(BAT*']). (4.6.3) 


we wr 
其 中 对 每 个 BER, 有 tB;M)==1, 这 里 FB 表示 满 足 
[B] =B (mod M), OS degi B] d 
ETM. 次 似 地 ,对 于 ATER, CAMO =l, degA'<d.4 
sgnlAt /A) = sgn CAAA) = sgenl A'Y, 
stA A) = s(A') = pA WMA. 
sO) = > (s[ BAT] — sf BA+?)). (4. 6. 4) 


He Nr 


所 以 ACOM 有 5 可 以 按 如 下 方式 初等 地 计算 出 来 : 

定理 4. 6.4 设 天 / 民 是 = 次 循环 扩张 ,并 且 满 足 条 件 5 TI)、 
CE FIC); M1 G=Gal( K/h) =6a,), GOAD ED) 二天， 
CNCCOR/(M))*, NUE N/FS 的 完全 代表 系 , 则 


(X — DAX = Sx- D SLBA’ t+] 


gm 


—s[_BA'T?]}) (Oi in — 2), 


£ 0X) = — Sox Zyseal BA’), 


g(X)= Kig (XY (1 Sicia — 2). 
特别 地 Ae (X= At Xe +X"! (XD). 
证 明 第 1 个 公式 是 由 AX =S XW MAMA. 6, 4) 式 
得 出 . 类 伏地 ,由 54. 6. sa A: 


CX 一 1)2¢;CX) = Sixes > (degl BA’ Tt] — deg| BRATH! J). 


但 是 
> deg BA‘ = 24dee BA TI, 


BE MN 


所 以 


$4.6 DG ob He ee Sy HE” a i37 


(X — Dg X} = (X! — xy Six 让 ' Dade BA‘). 


BS ga CXF 2, CX) 1 <i<n— 2) RIE. i 

LA HERA TT [AO ee>KertS N Keri T0). 对 于 除 子 类 
RACK M A an FAS 

定理 4.6.5 I K/k Bn KUM IK. FAIRE REC ID. 
CU ACH), Wy 

{ACK )e<>Kert(T) + (1). 

WAS Ry EB GSGIK/OZIR/ (MOYN 的 特征 群 的 生成 

7G. W XCA) =O GRE n 次 本 原单 位 根 ) 由 第 1 章 的 类 数 公 式 知 


ACK) = TI >) (~ XC deg) 


r= Í CER 
deld 


= [](- S) Dee degL8A]). 


pao HEN 
记 A Bl Oop 个 扩充 素 理想 ， fal 
(ACK) 存在 i AKinl n 


n— ] 
> oe Pdeg(BA’] = 0 (mod #) 


1=0 FEA" 


S 对 于 域 Z PHAR n KA wa 2. (W) 


= Ü 
ESELA) = C1 A A pee eX Fg CKD El 
<>Ker(T) Æ Ci}. Í 


特别 地 ,对 于 OM PRE. POOR oe XO Pa RH 
F: 

EIES. 6.6 侈 兵 关 为 基 侈 循环 扩张 ,满足 条 件 (17 和 (E)， 
FH M=PHRR=F LT J d KAIF TAS. Beer Bis 
PTE CR/OP))° = FEA PAR. Om = [2 CAPEK] 


49"— 1 
从 市 | ， 
fi (X= Six Ste}, 


ped 
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g(X)=— xe 1 Sdegter" 


y= Ù 
出 FCX = CL +X AM pee KOCK D+), 
eCXy— Q0 +X 4 OM? poe +X" FE CX)). 


证 明 KF SOOM c(XOMAR HE. 8. 4 给 出 . 另 一 方 


面 ,我们 有 
(X — DAX) = YX S sLartetitt— sLoe™+s+"]). 


当 annm t 有 i 
s| æ |= sla ™" | = sla) + slæ- ™ | 
= $a) + s[e A1] = s[e "™]4+1, 
其 中 ase BF) 的 生成 元 .于 是 


CX — DLO = Cr — XTX sted) 


Pwo 
十 D 和 
jean—i— 一 机 一 上 
一 CC 一 DRH (Om isa — 2), 
于 是 
(x)= (1+ A + e A XI, AX, A XY, f ‘X 


= (1 + X + + XX DX + 1), j 


定理 4.67 WK/k An KBD K HAM EAACIY. 


CIOMCE Y n=p APRA HALA FS AR. 


Xe t= 一 之 4 deg[ BA] Ox jx p—1). Hy 
PACK) Ss. t= =f (mod £). 


可 _ 
又 车 M=P,d=degP, T = pma 为 (RACP)) Se HE RUE. 


ic 
s, = > ster ti], z£; = — Sdeg[a”+’] (Oly p-—)). 
r=) raz i} 


则 LACKS = f, = (mod 1), 


$4.6 KHARE a RTE” * 1130 。 


ACO QSL |ACK) 并且 s+ 4 (mod Z) 
(lj 一 1). 


证 明 ”我 们 有 g,(X)= 2t XH MR EMT +X 
H-A CE FLX JAR LORY. 于 是 有 
LIRIS A + X + e 4+ X=», (XK) 41 CE FLX] 中 ) 
El + X eee tN? ' |e CX) CHE FLX] p) 
St =t, = =t,, (mod £). 


另 一 方面 ， 

《其 — DEX + 1= FX D H GG, +s, XX bee 
+ A'Y l 

= C1 + 50 — Sp-1) H C54) — Sp) te 

+ Cs, — SJ AA! (mod 过 ”一 1). 

所 以 

1A K re + KP CX — 1S CX) + | 
Sl + So — Sp] = Spay M Sp St Es, — 5 (mod Z) 


95; ho + (mod 4) (ls y=ip— 1). } 


第 和 章 


分 析 F 


$5.1 连续 国 数 


i C, A p-adic FIR Q, 的 代数 闭 包 ,古典 的 Mahler 定 
理 是 襄 : 每 个 连续 函数 £22, C, 均 可 了 唯一 地 表示 成 


fxr) = doa, "| s 
nt Fe 
其 中 as Eeea 一 0 《对 于 p-adic Fh). 


本 节 的 骨 的 是 给 出 这 一 结果 在 画 数 域 情 形 的 模拟 . 
#g=p", R=F T], &=F AT), ko =F,| || | k E 


对 cc 一 | 7 | 的 标准 指数 赋值 "唯一 地 扩充 到 ko RIER tU k5 
之 上 .我 们 在 第 3 人 章 曾 引入 本: 
[L] = TT G1); 
D = 1, D = Dt,+G)= Lilli 1 Ge; 
L= 1; L = [i] —-—1)Ll1) G2 bn. 
则 D; = [East R 表示 R PË 1 多 项 式 全 体 . 
degA mi 


a etx) = [|--A (i -= 0}, 


AER 


degi: 
这 是 系数 属于 只 的 天 于 变量 = 的 9 线性 多 项 式 , 事实 上 ,我 们 有 


55.1 Æ wm * » 141+ 


giz) = >t vf Jer, (5.1.1) 


g=ua 


其 中 
]- JOD Eji 
J 0, TW. 
RES ASRS. WK BRET Me. 
EM ME RES MR /(z) 一 这 cx"E KLz], 令 
AFC = AT = f(T 2) TFT), 
A? f(ay= ANY S(T) — TTA Fr) GF 2). 
引 理 5.1.1 O APO | ETTA - zt. 特别 是 ,车 
deg f(r)", Hl AY Fr) =0. 
Ci) AP e, (2) = Fret (a). 
证 明 (D 可 由 定义 直接 验证 之 ， 
GD 当 j> 时 ,等 式 两 端 均 为 0( 因 为 degelo =q'). LAF 18 
j&i 由 于 (5. 1. 的 (周知 


了 一 ] 
AP ela) = YD 


Bar (TIT ~ T°) jx", 


ATH M, 
D, — Dr, iJ 
BT) 一 its ie Ly at, 
Di f jme 


所 以 只 需 证 明 :， 对 于 osii 


DF ‘ D, DE, 
gti LiT — T” | — DEL, DLE, + 


上 一 


有 pm T_T?) .这 可 由 DD; 的 定义 直接 推出 。 
由 于 对 每 个 j 汪 0,ej(x) 是 gq 次 首 1 的 gq- 线 性 多 项 式 ,所 以 每 
个 g- 线 性 多 项 式 Ar)E 天 [zj(degrz) 一 的 均 可 唯一 的 表示 成 
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f(x) 一 > ber) b, EK. 


ime 
引 理 S$12 Fee K,W Flux) = 2b, (ure (2 BE 
— AW FU) 

bads a 


证 明 h á fur) = Se 


oe. rx) p 


EH oe, (1) = 0024 240 时 ) ,eo (1) = 1 ,可 知 A’? f(a) =b aD. 证 
HE. | 


对 每 个 非 负 整 数 j>>0, 记 j= Lagd H qadi 展开 . 在 上 一 章 


曾 介绍 过 Gamma 函数 ,一 上 上 ps 作为 阶乘 函数 x! 的 模拟 . 
现在 给 出 以 下 定义 ， 
定义 Ga Tecate Carlitz pa ay. 
注意 Cj(z) 是 次 首 1 多 项 式 ,系数 属于 所 以 对 于 每 个 d 次 多 
项 式 fe Kr] CHP K Ak GERD I). HE BAM 
f(z) = SG) b; E€ K. 
下 面 确 定 系数 T 


定理 5.1.3 设 j= aag 为 v-adic 展开 . 记 
eilt), Boma qg 
Bag (2) 一 _ 
etx) — Pr’, E a = g — l, 


4 gj(z) 一 [ lee WY g> 时， 


b= (- 1 ion p> gr CA) FCA). 


T Aga em 


$5.1 # Be + 143 + 


在 证 明定 理 5.1,3 之 前 , 先 作 如 下 准备 ; 
aI 5. 4.4 O) MAR. 


GT + #)= Z G.G,(w| 7] ; 
e 


+=} 
Ge to S G) | Cw) /| 
I, a F, Pe lel’ 


J 
ir 十 w= lG. Yeu), 
au . zi PIBN 


(2) 4 AER 有时， GLAT; ER, PELAT ER. 
(32) JDE KL). degf=d<q", W) 


ym Pm _ NO én (2) 
(— D" FA(7) = oy [AD Fr 本 
deg Ane 


证 明 (GD Gilet) = [Tee +e" 


-J> HEES * ETD ei 


feo Hem | A, 
= Qu 24 s | ous KZE + Cj- alt) 
= >| |C 人 
类 似 地 可 证 明 第 二 个 等 式 , 最 后 
Bila 十 u) = pa (4 + 2) 


i= 
当 a<ig—1 时 ， 
“q(T 十 w= ar) + eC)”: 


T a 
=: Grr gs (aye h, 
=e. 


而 当世 一 2 一 1 时 ， 
Eigi CT 十 x)= tetr} + e.Ca} "| —. pe) 
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-= -zfs jc Cr) gy Cure, 


然后 就 可 证 明 第 三 个 等 式 . 
(2) 我 们 只 需 证 明 =(4)7 DER， 当 degA<ci WY, e(A)=0. 
下 设 deg A 之 i. 这 时 
etA) = [F (A — 8), D = | | A. 
Be A 


AER 
deg hai degA=i 


对 每 个 :次 首 1 不 可 约 多 项 式 记 ,有 
vp(D;) = >, gq * < vp(e;(A)). 


ZS 


AIE e CAD /D, ER. 
(D 和 将 等 式 右 端 记 为 有 Cz), 则 degà lr) <a" —1, R PALF q 
个 次 数 小 于 m 的 多 项 式 A. EPH A.A 
Ealt — A) 
= f(A) -La 


RAD = fiA) EEL 
zt -一 åA 


BD] = Sera) (由 (5.1.1) 式 ) 


r= 


BCs) AN x Ag PALA BY oe. 所 以 它们 相 
等 ， i 
定理 5.1.3 的 证 明 RR m {Ë g™ >d. Wl 


n De, n(x — A) 
(— D" Ff ta) = 2 f(A) = 
deg ico 


《由 引 理 5. 1.4 的 (3)). 


= f(A) = 


但 是 由 于 


二 一 1 


fi 并》 一 NECHE? — DIY, 
et (a) 一 Drs JI (x 一 ÀA), 
dg 
(第 二 个 等 式 是 由 于 两 端 均 为 了 的 他 一 1)9 KA 1 包 项 式 ,并 且 当 
x=A€ R(degA— 1) Ht PE YER (Ae 0. ) 因 此 
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Eri (2) = LF (z — A) = 2 ent? 


Oa ech 


所 以 
(一 1)" 2 f(2)= >, fAdge_i(e — A) 


A&R 
degam 


= AA) > Gere (A) (加 法 公式 ). 


dniem [十 je 


由 分 解 的 唯一 性 可 知 对 每 个 mg >d 均 有 


Lm 
b = (— 1)" Da De SAAD. 


以 下 还 需 证 有 明 ， anes 必然 有 
《一 Lyn 痉 = >, flA gr- lA) 
了 
= (— 1)"-! et >) JAg (ad) 
2 S i 


(5.1. 2) 


”一 和 一 了 十 好 一 1 的 


所 以 45. 1.2) 试 等 价 于 
Dy f(A ge GA eB (A) 一 DE ) 


deg cm 
一 一 DE >) fA)ge- iCA). 
deg Aco — 1 
这 又 等 价 于 
>) fg (er A) 一 DY) = 0. 
deg A= m 


但 是 当 degA—m hf sen (A) =D... PRA ERR TY. BLS. 1. 2) 

AER. 由 (5.1.2) 式 可 知 定理 5.1.3 中 5 的 公式 对 于 满足 

q” > FR EET m 均 成 立 . 这 就 完成 了 定理 5.1.3 的 证 明 . | 
现在 可 以 叙述 Mahler 定理 的 模拟 了 . 引 理 5. 1.4 的 C2} 表明 
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T: GOND, 是 从 RR 到 上 RR 的 上 映射. BEB PB R=FATI+ 
一 个 辣 定 的 首 1 不 可 约 多 项 式 , Re—{e€ke:vp (Soe REP 
处 的 局 部 环 . 令 d=degP, 35 r>} at, 
vD = qh 4 + qi 4 + ow, 
vee (AP Sit” *+q4@te. 
于 是 
vple L APS/ DD Dt. 
这 就 表明 了 了 : 当 xz、yER, 并 且 vp(z 一 y) 二 ?之 ij 时， 
CAT) G&G Gy) 
"[ FO 
于 是 我 们 可 把 Gdr, PFE RIA Rp 到 Rp AERAN: 
GE Re — Rp. 
定理 5.1.5 Carlitz) C, Æ k 的 代数 半生， KH ke 的 
PwmR.KOCp K 赋 以 由 了 -adic 赋值 诱导 的 哲 扑 . 则 
(1) ATERRAR f: Rp Kk 订 唯 一 表示 成 


f(z) = Soa, ci (5. 1. 3) 
dari } 


ot Ë, 


SF 2,6 K.a;-0. 
(2) 反之 ,对 于 aEK. a0, WS. 1. DAR FRR? 
Pj K RIEA RK. 
证 明 由 于 当 xERp 时 ,G(T)T,E RG, 所 以 (2) 是 显然 的 , 
现在 证 明 (1). 对 每 个 m0, A .tz) 是 唯一 的 次 数 二 a" 一 1 的 多 
项 式 BMA AER, degA<im, WA fn AOD = FLA) 由 定理 
5.1.3 知道 


47-1 
F(x) = > bG) + 


其 中 ~ 


Fom 


6 = (— DF a ge ADA). 


因为 BO 二 B10 二 …, 所 以 可 把 它们 记 成 如 A fs BE a, = 
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5, 了 0 BD ay. 
对 每 个 j A m FETS g™ > jq" TE 


iy = ( 一 }9” Lap Pn, >, Bri) ee ay. 


Dn deg A<m 9 一 1 一 ; 


当 ACRCR, WSCA) E Rp. 进而 又 知道 gil ADT er- ER 
(根据 引 理 5.1.4 的 (2)) ,并且 TPI, = (CD Di D1) = 
72 BRL a,=(-1)" 24 h(A), 

其 中 站 (z) 一 go_i_iCzIrzAT ii 是 工 的 有 界 连续 图 数 . 于 是 
对 每 个 N0, E s Bo uela— Pes 时 ,必然 有 ue (Aa) —AC2)) 
oN. BER 充分 大 ,使 mods, M 

a= (-1)" >, ABP +C) 
ee 
一 (一 D” D>, ABP +C)—AC)), 
BREA vela, JN. 这 就 证 明了 ajo. 从 而 


rz 一 limF kr 一 Zua Gx) T. 4 
$5.2 P-adic Gamma poy 


古典 的 Gamma BBE PRP SS LY BAe 
Pz) = [verte late. 


it PH Re(z) > 0 PHM, HEMET ERR G&D = 
Ca—1)1, APE PCE ae aR TD FE. KT A m FEE 
EM.: 

(1> 递 推 么 式 T(z 十 1) = 二 z 了 (x) 
由 这 个 公式 可 以 把 (xz} 扩 充 成 整个 复 平面 上 的 亚 纯 函数 , 它 在 CC 
中 没有 和 骞 点 ,极点 海 z 一 0, 一 1, 一 2,"…, 并 且 均 是 单 极点 ,站 = 一 


一 n 处 的 留 数 为 res T(z) 一 (一 1)" 二 ， 厂 (z) :为 整个 复 平面 上 的 


| 
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4: 4h pa RK. 
(2) Gauss 乘积 公式 ”对 每 个 正 整数 n, A 


Peele + + Pls + ad — (ony F ni "DP nz), 


(3) RRA ESE Pe — 2) =a /sinez 
特别 取 2= >, E (S| = x. 再 由 递 推 公式 可 计算 出 


n+—| (n 一 1,2,…) 的 值 ,它们 均 是 元 乘 以 非 零 有 理 数 


KA T(z) 作 为 一 类 特 萄 了 测 数 最 早 应 用 到 微分 方程 和 物理 学 
H, EAE xA A FLA E: 
(A) CMRR zeta HA CG) = 之 jn 的 联系 为 


POs) = [ee — Didt (Res > 1). 


H E Ae 4 Bl OCR eR A RT A. 更 一 般 地 ,对 于 任意 
代数 数 域 天 ,zeta 函数 fx(s) 的 函数 方程 中 的 丁 - 沽 子 反 爱 卫 中 
AR FR BRT A FEAR. 

Hra sce scHmMRBRARANW Hit & xX. 
Deligne FM 王 (5 在 某 些 有 理 点 处 歌 值 的 适当 组 合 是 代数 数 , 并 
ELE it BE HE Sp PB EY Abel 扩张 . 这 个 猜想 后 来 由 Koblitz-Ogus 
所 证 明 . 

Gamma by Pir) hg P-adic 模 氢 最早 是 由 Morita 引进 的 . 为 
SRE xn! 在 ,中 月 好 的 性 状 ,需要 去 掉 阶 乘 中 被 PP 除 尽 的 那 
ERT. BAS 

Ta) = (-1 ||} Ge = 1.2.3.9). 
Př} 
tÆ rG) —i, r,i) =1. AEA: ER n A m 的 Padic 
距离 很 小 , 则 DDM r, Gn SY P-adic E th iB). 由 于 正 整数 集 
合 在 Z, 中 是 稠密 的 ,这 就 定义 出 P-adic 连 续 函 数 
TZ >= Z! = {a € Z,:0,(@) = 0} = Z, — pZ.. 
rm D.C ee ZG P(e) Bil ag et i GE © Lang 5 的 书 


r 
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一 一 次 献 L45]》. 
(AOD DEE sh 
— of , Ay 
re+D=| < 和 
— Pitz). x CE pE, 


Bo FAK GP T nz, W 

no ] - 

Į Ir, fra 二 “| 

其 中 (Cn! 一 ] g,(2) An AS P-adic HE. 
(Co AA HE DoD Gere t. 


当 p>2 时 ,二 EZ 由 函数 方程 可 知 | 4) 一 1. 再 由 递 失 


公式 可 知 对 每 个 整数 nD [ 十 去) 均 是 有 理 数 

为 了 与 下 面 要 讲 的 瑚 数 域 情形 对 比 , 在 此 只 介绍 函数 r, 
的 一 个 数论 应 用 , 即 用 症 6z? 在 有 理 点 处 的 一 些 特殊 和 值 来 表示 
Gauss Al. 

Be=p', 为 素数 . 以 了 表示 扩张 Fu/F, HBR: 

人 :和 F,,T(@) =a t a ta? poe tal, 
F, 的 加 法 特征 是 加 法 群 F, SPREE C 的 向 态 , 例如 对 每 个 
aEF，( 对 每 个 正 整 数 4, 令 imer), 
Parka Fy, PD = CD 

E F, 的 加 法 特征 , AA ee F SAE F, 的 全 部 加 法 特征 . F, 的 
来 法 特征 是 指 张 法 群 Fi BC’ 的 同 态 . 由 于 Fi Egi 阶 循环 
群 ,所 以 每 个 刁 法 特征 的 取 值 均 为 gq 一 1 次 单位 根 , 即 属于 (如 )， 
E OC- DREKT Z[5,-,] 中 取 定 一 个 素 理想 SBS |p. DM 
ZUE- /P=F,. RD F, 有 唯一 的 彝 法 特征 wF; 一 《5,_1) ,使 得 
OT eC FS ,有 wlad=a (mod FP). w PRE Teichmuller 特征 ， 
而 F, 的 所 有 乘法 特征 为 Xow ew wr 

IR pe AX RA F, OER REIL. TT 


Ep = Xp) = Di xCartt™ E 2g, D8 
EF, EFS 


= [l ,(2detaig.(z)7', 
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Gauss 和 . H] 
—{q—1). GxX= Xa 


EY) = to. EXEL. 
mM aE Fi Hgo =le :1). 所 以 只 需 研 究 ep) 
即 ay. KNEE cA ¢OO. 所 以 本 质 上 只 需 研 究 g) Uses 
9 一 2) CER gle" =}. 
By HE 
gle") + gle") = 4 = p. 

但 是 当 wr APES gin (BRERA. 现在 设 
m 为 9 一 1 的 一 个 因子 ,g 一 1 二 md, 则 w EFH m 阶乘 法 特征 . 可 
以 证 明 gle OEE). 我 们 现在 求 主 理想 Cg tw VERZ En 
PIRENEA era- JPR PEZE. P H H. 
Wy 3 fy SE ie BH RS FG he, A Ca = 1 Men EEn) Al 
mA Hot j=%. 由 于 gareg la) =p. A] Age 4) H EP 
如 理想 因子 都 是 IESE. 


Stickelberger 引 理 (g(a m=, p= 2 acy”. 

换 句 话说 ,92° 是 主 理想 , 由 此 可 得 出 分 圆 数 域 QC h — A 
EHAR, 

OE ERK C. 是 ZLG 1]- 模 ,其 中 G=Gal(0(t.)/0)= 
Ta: Caem) 二 1; 而 环 ZEG) A Stickelberger 理想 Z[GIN 
2161] #8 Cu 零 化 

我 们 在 下 节 要 介绍 Stickelberger 5] 7 wm BOR + A — PE 
fh. C45] FE aE AA S OL Lang 的 书局] 或 Washington BEN) 

复 值 g(a) 虽然 不 好 计算 ,但 是 车 把 Gauss 和 定义 成 P-adic 
数 域 8, 的 代数 朵 包公 中 的 元 素 , 则 它 可 用 P-adic Gamma 函数 
,tz) 在 有 理 数 处 的 一 些 特殊 慎 表 过 出 来 , RO. FT op KALB 
单位 根 ( 仍 表 成 如 ), 则 到 (7 是 p 一 1 次 完全 分 歧 扩 张 . 取 
为 业 ,(5) 中 一 个 素 元 ;可 以 证 明 ,Q,dt,) 中 有 了 唯一 的 p 深 本 原单 位 
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td 和 ,满足 
. = 1 + rímodr*), 
定义 
PriF, — Ob) dela = Fe, 
这 是 Ft 取 什 于 QA 的 加 法 特征 ,相当 于 复 加 法 特征 中 的 内 所 起 的 
作用 . AA. iO 中 一 个 一 1 次 本 原单 位 根 ( 仍 记 为 外 , 则 
Os- 是 让 次 不 分 虐 扩 张 ,并 且 Zig J= FF, R 
们 也 有 Teichmuller FETE: 
wi FS 一 
使 得 wla) =a (mod P) (对 每 个 &€ Fi). 
FEF, 的 取 值 于 Or 的 乘法 特征 为 {or Saga. RNARE 
于 Or 的 Gauss Al: 


gw) gp ) = Dew (at? TAA A 
cer” 


AS ET IEA BOA Bias 8 的 分 数 部 分 ,有 以 下 定理 ; 
Gross-Koblitz 定理 if g=p’, 0<ag— 2.a 的 P-adic 展开 
F amas taip t ta; ip ,i sla) = gaa Ha T Hars > M) 


= i i F] pa 
ecw) = (— ye TT, (4 = (Pe }). 


g— 1] 

这 个 定理 的 证 明 见 Lang 89 Rl! 

现在 介绍 吗 数 域 上 由 D. Goss? Aq Thakurc 引进 的 Gamma 
PI Pp (2), CHEM Z, Bee 的 连续 栈 数 ,这 里 p Æ RSF TON 
特征 ,而 PPOR R=F TIPS RASA ke 是 对 PP 
的 完备 化 . id d=degP= 1.1 

kp FAC CA) ), 

其 中 为 如 中 一 个 素 元 5( 即 vir) 二 1 ,例如 可 取 w= P). 

我 们 在 34.5 兽 介绍 过 Carlitz X-F it A m! 在 范 数 域 上 
的 模拟 : 

DT 

其 中 天 一 如 十 ad 十 … 十 所 是 非 负 整数 m 的 g-adic 展开 ,而 
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D=1, D, = [1 [i GE), E] =T 一 人 
由 引 理 4. 4. 3 知道 
D= [|A. (5.2.1) 
式 中 R, 仍 表示 RET IPAS ARK. 像 定 义 P-adic Gam- 
ma 函数 zz) 一 样 , 为 了 在 ke 中 收 促 ,我 们 需要 把 (5. 2.1 A 
mite 已 殊 尽 的 那些 因子 A 去 掉 , 即 令 


D, p -一 El A, 
AEX 
Ps Adega=i 
对 于 e€ Z, it a AY g-adic 展开 为 a= Lang Uang l. 考虑 


pay r 
TIZ ko, Elpo = [[(-—Dar™. 《5.2.2) 
pr- 


下 面 的 引 理 表明 (5. 2. sh A a 7c SF Re A OF P-adic 
Fh). 
SIS. 2.1 24 ;一 co 时， 一 万 一] (对 于 P-adic 拓扑 Y. 


证 明 设 i>d=degP， Sw=-[5]. 则 
D r= || x [| ‘BP*+E) 
BER, EÇ Ë 
deg E i — dw deg Ee dw 
= (| [E> (modP”), 
È 
PE ARAE G—= CR/CP"))* SE SRR. 427 g It. FEE 
FG PAA — lÆ- Bc RK. 于 是 
Dr=( Ley “二 (一 D7 = 1 (modP”). (5.2.3) 
4 21g at, Bet Less (mod P”), MÑ D..»=1=—1 (modP"), 
即 (5. 2. 3) 式 也 成 立 , 当 iol}, woo. T CG. 2. 3S SEAN — Dp 


—]. HERR, | 
从 而 由 (5.2.2) 式 定义 出 请 数 ， 
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ELZ 一 各 Šp. 


Fy RNA EEE PH BY. 
€M P-adic Gamma BASE MA 
Pp:Z,— kps, Ipiz) = pz — 1), 
于 是 Pre 为 连续 图 数 , 并 且 对 每 个 EZ, A velela) =0, 例如， 
HE XY 
reio = Hei- 1) = CHD) 


{因为 一 1 = >a Der), 
r=-Q 


leil’ H,(0) = 1, 
Pp{29= iT, €1) == 一 Dp 二 一 ], 
pig 十 ] ) 一 Hp ig) = — f) p (2 =? 0), 


Pela = (Dy PD pstD, 1p)! = (L 4) (i == 1). 
PFA degai] 

下 面 要 证 明 : 事 实 上 OS Gn, 

FAT AE» OR / CPR Fe. Xo: R/C POS PRE 
一 个 同 构 , 则 所 有 大,- 同 构 为 

i= ME Og; d— 1). 
于 是 
PAKTO = LPT) 一 0 (ORF <d—1). 

MPRA XT) (Os jed—-DRAMWR PIME Fx 中 的 4 个 根 , 即 
PT) 在 FwyLTj 中 分 解 成 d 个 一 次 多 项 式 的 积 ， 


于 一 1 


POT) = [1 LT. 


ped 
w PST Oe F(T], W PSP eP HI. Fe BH Ble 
构 oCa) = of ES FCT) A BO tE oo TO =T. Wi 
P= T — X-i = T — Yoro tI = Pii. 
引 理 5. 2.2 xtfo<>r<d—1, 


© 154 + aioe + f 学 
(1) TL] =n. (mod P). 


r 3—1 
w IL) 一 (一 DY 


af] 
其 中 e= UDe. 
证 明 记 
— q 
M, = TL] ] 一 =| 
= (— Dp) Dred (— Drpd, 
A mat = Dy, p * Dy apt D+ md P» 


iy M, -= lim € 一 DHE as 
由 于 
D= JI A=T] | [| A = D,/D, Pr 一， 
AER, AE RI AER, 
PF AvdegAma deg A =g P| A.degdaa 


所 以 2 a= Dis mae POFRE IE SER w). 而 


Dy a= [r + md Lr — 1 + md} met 


r++ Cm Ddy Die nae (5.2.4) 
这 是 由 于 [s]==7* 一 了 = 上 | P. 另 一 方面 ,是 域 K。 守 Fy((x)) 中 


deg P|: 


的 单位 , 即 VEC) =0, 于 是 
T = au, a € Fe, fmaodry，a = X(T). 
当 # 一 oo 上 时， u? 1, ALL 
lim (¢ + md] = lim(au)"~ — T = ay — T. 
由 于 了 T 一 a 二 了 一 X(T) =P. EF of MBA a" 一 = 一 Pi_i. 这 
就 表明 了 
lim [/ + md] =— P, 
将 (5. 2. 4) 50 AR Gn 00 ) ,就 得 到 


OENE ~ 


Cat, 
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d- 人 
Mo m PO Pr O P (yep 


这 就 是 (2) 中 的 公式 . 最 后 ; 当 jed it, —D, p=] (mod P}( 见 引 
FES. 2. HEWES. 所 以 由 M, 的 定 交 可知 
M, =— Dip =— D, (mod PFP). 
这 就 证 明了 (1). 从 而 引 理 得 证 . l 
作为 引 理 5. 2. 2 的 应 用 ,我 们 可 以 算出 如 下 结果 ; 
系 5.2.3 Tie =DD 1, 其 中 dd 一 degP. 


HESA r= | fns | Le om 
= (M Af ee A aL 
由 引 理 5, 2. 2 可 知 
= af 
Tp (C0) = (MiMe Ma ot = Ps, 


H- | d—] 
Its E = >e, 一 = > (9 _ gor 
Pax i 


f.F=— 


wf —t d—] wey < 一 1 
= 272° '- dado 
rar + 二 中 =f 


d— | 时 一 |] 
= (1 +a + + a'y > g — >g) = 0. 
r= eo 


这 就 表明 了 hO = 1. 因此 TE(0)E€ Fe. 另 一 方面 ,由 引 理 
5.2.2¢ 
PCO} = Dil Dirt (mod P) 
=(—1)? |] A (mod P) 
AEF 
pa deg Asaf I 

= (— DT! (mod P}. 

MEURA (09 = (— 19774, Í 


R5. 2.4 对 每 个 整数 i， r| 7 均 是 一 F(T) 上 的 代 
HLR. 
证 明 由 于 PEFy[Tj, 从 而 P,<j<d—-D 4 k EME 
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HEE. 再 由 引 理 5. 2. 2 的 (2) 可 知 M.. I], fer 可 为 4 上 的 代 


SLR O<r<d—1)}. 对 每 个 整数 i COi<g’?—1), $ i= Daw 


为 9-adic RF WIL 二 a= -Ta 也 是 六 上 的 代数 元 素 , 最 
h rEZ, 2-1, Satia 二 arrig 十 … 是 z 十 1 (540) 
的 9-adic EF. H Pleg lr. 则 
z= (g — 1) + Q — Dg + + g ilga 
+ (a, — De" + apg t + 
所 以 
Lle +o] J, = 一 Er 


人 一 有 
这 就 表明 | 上 .Cx 十 1) 是 在 上 上 的 代数 元 素 c3 上 1];cz) 是 在 上 的 
代数 元 素 . 但 是 前 面 已 证 当 0<i<g' 一 1 时 ,[], (a) 是 在 


上 的 代数 元 素 , 双向 用 归纳 法 可 知 对 每 个 iE z，[], (+) 


均 是 在 二 上 的 代数 元 素 . 再 由 T(z) = 上 ;cz 一 1) 即 证 得 系 
5.2. 4. | 

现在 我 们 证 明 eC BAS POAT oz FRAT. 
函数 方程 和 乘积 公式 . 这 些 性 质 可 以 在 更 一 般 的 形式 下 推导 出 来 . 
为 此 ,我 们 设 {4,:j=0,1,2,…)} 是 无 穷 多 个 抽象 的 符号 . OB 
由 这 些 符号 生成 的 广义 自由 Abel R. 换 句 话说 ,G 中 每 个 元 素 崔 
一 地 表示 成 ， 


g 一 [14; Hy 
RP a 均 为 整数 (我 们 不 要 求 a， 只 有 有 限 多 个 非 零 ) 而 群 运算 为 
| 1 | 4? ,| | | [4 ,| 一 - BE ath, 
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现在 对 ac Zr 令 a= Quay’ 为 9-adic 展开 ,定义 映射 
4:Z,~G, fla) = | | As. 
XS ge) 一 六 < 一 1) 于 是 ~ 
gl) = (0) =l, gO = f(— 1) = [ [apt 
特别 取 A, =— D; M 7 
Fla) = | [a gla) = Tpla), 


引 形 S$.2.5 if <EZ,. 
(D BHEGA Bex, ordtcd=m (20) (这 总 昧 著 
z€Gq™Z,. {Ase zQq"*'Z,). M 


BE(z) (Ag A} È m= 0 y Ao}. 


(2) 调 数 方程 gC(z) rg(l 一 xz} 二 gC0). 

(3) Hn AERX, HHG, p=, M GRA 
g {zg = 十 二 | “a [z+ | =g (0) F ginz). 
(注意 , 当 2]n 时 ,必然 24+ q. 这 时 gor Bel Lae. 


证 明 (1) 参见 系 5. 2. 4 的 证 明 . 
(2) H 2—1= Ling! 为 q-adic 展开 ,出 


—-1l-G@—-D= > uel ng. 


j= 
于 是 
elie] — z)= lz — 1) + f(—1-— ( — 1)) 
= [TA 一 g(0). 
1d 
(3) tn. p)=1 可 知 ord, (z) =ord, (nz). BO) a 
giz) — gilnz) 


gl +D gazti) 
从 而 
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1 n— | 
glg] z + 元 je 十 — 


(nz) 


gine + 1) 


~ i 2 n] 
glz + È jefe + Ž]egl e+ jc +D 


Ħ 


_ gledegirzt DD _ 
giz +1) ° ginz) 
] 


这 表明 : 若 乘积 公式 对 = 成 立 , 则 对 = 十 二 也 成 立 . 但 是 当 z= 二 
时 ,由 函数 方程 (2) 可 知 ， 


即 < 一 二 时 乘积 公式 成 立 .于 是 对 一 二 , 盖 ,…， 乘 积 公式 也 成 立 . 
特别 地 , 当 z AEM ERR ERAR. 由 于 正 整数 集合 是 
Z: AG PR. Oe Co) EES ATLA EP EZ, RRA 
式 均 成 立 . | 

EHS. 2.6 设 zE2Z,, d=degP. 

C1) 若 240. ord,(z) =m (20), Mi 


(z + 1d — — Deep 
pz) (DrD pe Da- TS 


特别 是 当 ord, (2) =O]. Pe(e +1) =—W' plz). 
(2) Pee) PpU—2z) =(-1)"'. 
(3) Ga JERA. HAG. p)=1, W 
I ] 同一 一 
[ r| 2 + 问 = (= DI Pp (nz). 
424 g 并 目 2 二 Cn 一 (4 一 DD 时 ,( 一 1 一 2 一 (一 DiI(EF;) 
的 符号 出 
(~1)F = TA = 1- Dn) = (My Me 


10 
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= (Dee D) T (mod P) 
=í 1] AYT (mod P) 


AER 
deg Aet 


所 决定 ， 
证 明 由 引 理 5. 2. 5 和 系 5. 2. 3 即 得 . | 


$5.3 高 斯 和 


本 忆 中 介绍 Thakur 和 发展 的 函数 域 上 的 高 斯 和 . 仍 记 
k= F(T), R= FT], K = klp), 
REP Pde RPL A SHIM degP ALS 1. Mid g =g s Mi 
k! = FAT), K= KERK =k' (Ap) = FK 
SREE k A K 的 常数 域 扩张 . FRAT EA P 在 扩 域 中 的 分 
解 ( 图 5. 1. ,5. 2) ， 


=} K a». 
K=&(Ap) k =F; C) G j 
N NG 7 
k= FAT) P 
Al 5.1 Al 4.2 


了 在 井中 分 解 成 个 一 次 多 项 式 之 积 ， 
P = PP,…P,,, 
其 中 P, =T E, GOSA S. 2. 2H RR 
的 同 构 
RICP) Fy, X = NW. 
MW P = PaP Py) ă 2 = P A, P= gps, 
P =P], AF K H Ek OREREP E AE 
Gal(K'/k) = Gal(K/k) X Galtk'/é), 
H P Gal(K/D = foal AE CR/CP))* 3, on, D mit, ARERR 
定 的 一 个 本 原 P-torsion 元 素 . 而 Gal /b 二 <q}, 其 中 对 每 个 


- 160 第 5 章 分 析 学 


a€E Fy o(a)=a". iit o filo, E K fl k ESP Re SR. TE 
P= (T — X- TD = T — yir) 
= ow) = P, 


对 于 R-S 
GR/CP) -= Ap, ¢(ACmod P)) 一 ¥, 
Thakur Œ X T w FHRA: 
g=— D YCADMAE K’ OS FShA—-1). 


AERP)" 


我 们 规定 Bitz Ei FEE Ki PY FEAL HE I 


—] 
A 


(2) gop esr CAdg, CAG CR/CP))*), 
g:£Æ£0 OFSA 1): 


(3) (Tie) " = (— LP, 
证 明 (1) = 一 0 时 ， 等 式 显 然 成 立 . 对 于 ee CR/CP))* OS 


AHWA 
由 一 | 内 一 上 
DeL D2) D> AY GAD 
eae jad AE CRICPYY " 
A—] 
=— DS) YA)D LGA!) 
AE CRSP) j=b 
1 一] 
=—¢2) DD WB ODS yD 
BE (RiP) #=0 
(HFS B = zA!) 


=—¢@) dja >, pB’) 


ak Fe BER P} * 
Tryp A =a 


CHH Tr(a) = Dat € F,) 


jC 


=— pl) Dia >, apa’) 


oeF* Ae LAPD" 
T O Trty,(Ay= i 
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(4 B = aA) 
=—¢(z) D, pA) Di 
AEHL)” aF“ 


Fret y Cabs 


=z) >) P(A) = pep ,AT 


AÇ iR PY" 
Trez Al peel 


(5.3.1) 
E XA —a€ Fr, Trlad=1, Ma 是 1 一 一 一 x 一 se 一 
的 根 , 于 是 a- 为 x 一 zx 一 zx! 一 一 1 的 根 ,从 而 4~'! 也 是 如 
此 ,所 有 这 些 A-! 的 和 为 1. 因此 (5.3.1) 式 右 端 为 $Cz)j(1) = 
Cz). 这 就 证 明了 C1). 
(2) 由 二 B44 二 A 二 CBA4A) 可 知 


8 一 一 DXA YA) 一 一 D Xm CAT DCAD = gi 
A Al 

BY 一 一 DB PBS 一 一 S14 (BOY CAB) 
if i 


一 一 DDATO = XC ADB. 
E 


Rela AP TSE T OSSA), 2 =0, MH g= ge, nat 
A OSSh l, gm0 HOT e [=o A ERP), 但 
XER GY BERS A ob R/CP Ap 是 R- 模 同 构 . BTA BE AO; 
SA- A 2,0. 
(D 由 于 区 是 RRB. AR To = Teed tle), 于 
是 当 PAT 时 ， 
gxX(Py=— >) XA TA) 


ACIR PH" 


=— DOBTE) (4 ATT = B`) 
fi 

一 一 DUTOT) + CB) 
ai 


= TE, + gj. 
由 于 8i 天 0, 从 而 有 


A -上 
(gonga Y '= | [Cet /e,) 
i=t 


= (— 1 P Py Pa) = (— DP. 
4 P=T, WW A=1.4' =k, #IE P-torsion 元 素 丰 是 方程 xn" = 
T +u H, ENE X= T. A 
Bo 一 一 > ola Dota) =— Ya ed =i 
JEF" 


即 gp | 

引 理 5.3.2 设 上 是 二 F(T) 对 于 素 除 于 了 的 局 部 域 ,N= 
9 一 1, WWE FE AG ke CA) EB 

AY = — P,A=A (mod AY). 

证 明 ORR SK 2, CA) /kp 是 入 次 全 分 歧 扩张 , 由 于 Fes 

kp 二 Fr (PD ;所 以 这 也 是 Kummer 扩张 . Bp 
Rp CA) = kp((— mN), 

EP reke MARC SE bp CA) RAE FC — a a 
E kr LAR ds RS BY a ee A fe mu bee +P, 所 以 
(一 ”和 4 对 于 扩张 be AD ke 的 范 数 分 别 为 x AP). EA 


—. Fa 
TP y ke (rph ie. 于 是 
《一 œO Y = ad (mod A’), 
其 中 aE€ 所 .于 是 


天 


I 
p= Ny ap) = N (a) = a" =] + (mod å}. 


| 
N 


出 Hensel 引 理 可 知 | 7 Ck a). 4H EC — 8 E be CAD. AN 
(—P)®Ek-D, BC PORD bp OO BARR. FEC PS 
ak (mod X), dae Fo , 取 Aa (— P) PANT. i 

HE AY HESH E TET ey AM AY Stickelberger 定理 在 


$5.3 8 斯 和 和 = 163° 


PAY RY LL. 
定理 $. 3.3 (1) $ di=l;, d= Pid QAAL l), 


AEk CCK’... i 
g,/® =d;,' (mod 2,9) Oj Ahk 1). 
(2) 高 斯 和 g, 在 天 ' 中 的 素 理 想 分 解 为 
(go) = P P po PI OKK). 


(3) Rv Æ k PIC RRR F vA KEP E. A 
1 


vig) =— 


g—-1 
证 明 (1) 先 证 7 一 0 的 情形 : 
g= D] MAYA =— SRA YR 
AE CASLPID A 


=— > XA 'JAA (modř) 
A 


= -一 2A 1+ A= A= Aa (md), 
A 
于 是 g0/A=1 (mod), BP 7 一 0 时 成 立 . BERSA H 
Et = (mod Z,), 


I-] 


则 由 (5. 3. 2? 式 知 (注意 P\_ AA BB). 


《1) 得 证 . 
(2) 由 定理 5. 3. 1 的 (3) 可 知 理 想 Cg,) 在 此 ' 中 的 素 因 子 只 能 为 


Pi OSISSA- D 本 定理 的 (1) 表 明了 了 va Ce) Sg 
(0 一 1), 因 为 dj; 和 他 | 互 素 ,于 是 当 1 志 7 所 有 一 1 时 ， 
P Va (OCR) = te (gt1) 一 好 《一 有) 
= ve (et). 
这 表明 vo Co =r Ai ve (eo=q ASISA). 4 ja 
时 ， 
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1 = ve (fo) = Vae CE1) = ve Pa TED = goe (ge) 一 他 一 1)， 
所 以 we (go 一双 -1 FE EH Pi Pt Pt Pt AEREN 
于 中 ,就 得 到 

(g) = By PL po PE,, 
(DHE. 

(3) A (DA (et) = (PP ePi). B A M A 
oag) =%, CA g 可知 onl gi) Set (对 每 个 AE(R/ 
(P))*). 这 表明 of ER SFT) 因此 上 式 是 中 理想 的 分 解 
式 .于 是 g aP Pie Pi, EP acra. R 


ft $- 
l + 一] — ] . I 
i 一 一 2a P_, a 一 一 ” = — ——— 
vg) foie ) P19 z>] 


(3) 得 证 . l 
最 后 我 们 证 明 上 节 的 Gross-Koblitz 公式 在 通 数 域 上 的 模拟 . 
定理 5.3.4 DZ 是 上 节 定 文 的 连续 函数 . 则 有 Ko 
中 的 等 式 


j 
证 明 3185.2. 258 AF 


va, |1| 1 一 7! | = 05 ve, A) = g, 


va (g) =q" 《定理 5, 3, 3). 
所 以 (5. 3.3) 式 两 端的 P -adic 赋值 相等 . 我 们 只 需 再 证 明 


= 


g/¥ = (mod #,) (<j SA—1) 


(5. 3. 4) 


i= 1 (mod P.) (定理 5.3.3)， (5.3.5) 
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n| Era 三 一 D, (mod 2 GĦ 5.2.2). 
(5.3.6) 
而 由 d; 的 定 久 知道 
d, 一 《一 Ppop C Paypal Pye. 
由 了 一 加 人) 一 中 0 (mod &,), EI x, CT I=T (mod #,), MA m 
~P,=%_(1T) T = <T)"’ —T 
art — T= [hk — j; +1] (mod #,). 
这 表明 
中 二 [门厅 一 1 和 [1 = D, (mod #,). 
再 由 55. 3. 5) 利 15. 3. 6) 式 即 得 (5. 3. 4) 式 ， | 


$5.4 FF 和 S 


在 第 4 章 研 究 分 圆 应 数 域 类 数 整 除 性 时 ,我 们 引进 了 FT) 
中 的 Bernoulli-Goss 客 项 式 ( 定 义 4, 1.4) 


tige Li 
DS), aD kl 
BT =< *"" 


Aftg— į) 
-— 2 iS;(k), E — 1) |k. 
其 中 
Sik) = DS A E FT]. 
degai 

A PRA fF,[ 了 Tj 中 爹 体 首 1 儿 项 式 组 成 的 集合 . KAPHA 
Gekeler "MF SQ) FAR. EE MARS SHAS, (Ce) 
的 次 数 以 及 它 的 确切 值 . 

首先 我 们 有 Sok = 1 Sg 之 1 时 SC0) 一 和. 其 次 ,和 ACT) 
FE iB HESS EMF lA 

SI = >, STB +a = DTS Se 


Sek, HEF, T 
deg =; — J 
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40<2s==0 (mod g—1 HE Doe =—1. 否则 ,之 jie 一 0 因此 
“ x 
Si=- N | IPS (5.4.1) 
jd — 1) ; 
. -4 . 4 
没 p 是 g 的 素 因子 ,对 于 AS2z0, 以 有 一 了 人 0 和 二 和 kp 
分 别 表示 上 的 q-adic 展开 和 P-adic RIF AO = Dok, HL, = 


之 和 ,分别 为 这 两 种 展开 的 数字 和 , 则 Lucas 定理 可 以 表示 成 ， 
k Řep _ Š, 
= II = [I * (mod p). 
因此 有 
p +0 (Æ F, e 对 每 个 5 S Ov.p S Anp 


32) = ED +248 Ia jy 
=> 对 每 个 s a Ons =. k, 
=>lCj) Sith). (5. 4. 2) 
EMS. 4.1 ERS N=(0.1,2.°°) LS FRX: jAk 
SARSU FZE.: 
Ci) jA} 
Gi) j=k (mod g—1); 
k 
(iit) | | x0 (mod p). 
Fi 
由 于 上 站 三 《mod g 一 上 ,可 知 jae Ek) 一 g 十 1. h F 


rijs 六 | ir—t 
在 | (7 ”| ,可 知 关系 4 是 传递 的 , 即 由 jak 和 kai 可 
推出 fay, 
每 个 EN 可 唯一 地 表示 成 
k= 2 Th (5.4. 3) 
ESERIES. 


FE e.Se,,, (LEs 136A e<e,,, Of lStssiltk)— 
1). WR k= Dik’ 是 大 的 gadic 展开 ,如 表达 式 (5. 4. 3) 即 是 依 


$5.4 和 Si) + 167 - 


RIE bg (Sk. Sq DARRE A. toe 而 得 到 的 . 
ES 4.2 令 pl—we)=-w, PCA) = 2,9 (4) = 
pte '(A)) ,其 中 对 每 个 上 EN, 令 
k— > ge, MRL) Sg — 1; 
pk) -1 2, 


pinata ] 


一 oo， OF ite) og — 1. 
A MF y= 3, A= 71 = 24+2+34+37+2+3°, W 
otk) = 69, k) = 63, P) = 27, OCR) 一 一 co Ci De 4). 

引 理 5. 4.3 O) Hse, (Cpe). W pop). 

(2) 者 jok WTB seo, Cpt). 

WA (D) eM SERBS. 

(2) 由 关系 AMER o oe A A i Rt s— ORR. BN SS 
JAk 则 pepe). 现在 设 sel ee Cpe). 由 加 的 定义 和 
(5.4 DATHLU (Gite ta). PACD HA US 
PR) 这 就 归纳 证 明了 (2) 对 每 个 ; 衬 0 均 成 立 . | 

现在 我 们 可 以 决定 多 项 式 St 的 次 数 ( 注 意 deg (0) = 
—oo), 

定理 5.4.4 Te i081. MER aN. — ce} 4+a=(— oo) + 
(一 cc) 一 一 ce. Mi 

(1) deg S; Ch} el4) + CA) 4+ e+ C2) BE. aR 

天 
J (mod p>) OSs gi), (5.4. 4) 
W degs: (k) = ZUP (k). 


(2) (Carlitz! 34. 2) S, (O0 A (24 k SR 
k = m, Fm, +e EMm, (5. 4. 5) 


其 中 m 满足 条 件 ; 令 m= omp $b m, 的 p-adic 展开 , 则 
m, -= 0, g 一 Dim; = 1 (sy), 


Dmna Sp — 1 CHRP AS od. (5. 4. 6) 
y=. 
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并 上 且 当 满 足 条 件 55.4. 6) 的 分 解 式 (5.4.5) 存 在 时 ,有 

degs, (k) = Max {im + G — ldm, + =e + mite 
其 中 最 大 值 在 满足 45. 4. 5) 和 (5. 4. 6) 的 唯一 的 一 组 imgs es 
mu t ADGA BY, 

证 明 ?我们 对 ?用 归纳 法 ;由 递 推 关系 (5. 4 1) FY 
degS;(2)<.9(2). BIL) 对 于 i 二 1 成 立 , 现 设 () 对 i 一 1 成 立 [ 宇 
2). 由 递 推 关 系 (5. 4.1) 可 知 

degs (49 sup i? + deg, (Q)? 
< sup17 HEN HEUD Heet ei, 


Hh RRO 
L P 十 PR 十 CR) 十 oe + ph) 
(50 5. 4, 3 的 (2)). 


所 以 对 每 个 l, A degs: < ÈL pk). m E G. 4. 4 
SMRT, a E 
一 Aj Ajn Aj Ak 
的 了 的 唯一 最 大 值 . 再 由 递 推 关系 (5. 4. 1}) 即 知 
degS,(k) = Seth). 
C2) 可 以 与 人 ) 一 样 燃 伏地 证 得 
fH 设 3=4, 我 们 来 计算 degs, (98). 由 于 8 一 2 十 2.42 十 出 ， 
十 述 定理 的 (1) 给 出 degS (98)<p(98) 一生 十 4 一 80. 另 一 方面 满 
ERIE. 4. OHORI = m tm A Ct sm) = (2254-28) 一 
CZ 596 > 9M Coty sot, = (2°, 2-+2°) = (32,66). 由 上 述 定理 的 (2) 给 出 
deg.S, (98) =Max im) = 32. 
定理 5. 4. 4 有 许多 具 栖 的 椎 论 ， 
系 5.4.5 ikl p 为 gq 的 素 因 子 .对 于 F,[T] 中 的 多 项 
XS), RNA 
Ol) @a=p', W rl, /ep— DN, 5,(2) =0. 


$5.4 Æ 和 S + 169 = 


(2) #g=p, WS) = 06i ite) /(q—-1). FFA IC) 
Jila — Dif degs: (4) =p +p’? (2)+--+ 94). 

(3) #k<g’—1l, M S=. 

(4) # i> ith la — 1). M S, = 0. 

证 明 EE OT ie ADA — Gi 1g - 1D 
< 一 1 所 以 5 一 一 ce， 邑 S;(2)=9. 

(D HCA BI. E k<g'— 1, £2) <i(g—1). 

C1) 如 果 分 解 式 (5. 4. 5) 满 足 条 件 (5. 4. 66), 则 

Limp tp- D Ax<s<i), 

ECR) = me) + dm 二 nm) De itlp— 1). 
ALA 24 >t, (4) /t(p— DHT, S; (2) =0. 

(2) 若 0 一 为 , 则 SC 天 0 全 满足 条 件 (5. 4. OMAR 


(5, 4. DEES CE es (q — LP deg SS. k) = DP). | 


de | 


以 上 我 们 决定 了 和 多项式 degs: KEK. 现在 对 于 某 些 特 永 
的 二 ,计算 多 项 式 5S.(#) 的 具体 表达 式 , 对 每 个 i 注 0, 令 
R@)= {AE R=F[T]:degA <i}, 


ez)— || (z — Ad. 


AC Riri 
则 由 引 理 4. 4. 3 算出 
eifz) 一 we pert |e, (5.4.7) 
其 中 = D,/D,LE 4. 


现在 定义 
bl,= (eile 1 二 1 一， 
(41.= Ck] 一 了" 1] 


| D.n [m]; 
DD; D, 


点 
引 理 5. 4. 6 =D" ese). 
=o | 3 
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证 明 bri Dshye 2). 由 引 理 5. 1. 2 可 知 


_ AP") _ Wert ri 
b= =p _ = Ile P)/D; 《 引 理 5,1.1) 


人 
一 Fal(e — 1] [Rk —- 7 +17" '/D, = = 中 | 


现在 设 k= acta te Hag 为 上 的 9-adic 展开 . 回顾 $5.1 
中 定义 的 Carlitz pa 
Grit) = | |e, cay”. 
591 至 5. 4.7 (Carlitz 5) 


iy, . - 
a G,CA) -| DF» #7 k = iq” (OS'S qs 


legit 0, iy. 
将 上 式 左 端 记 为 心 . 
证 明 若 k=ig” (OLiS), W 
， ~ e fA)! a IF, 
Cm g Ta T RODI 
degim w deg A e in 
(将 (5. 4. 7) 式 取 对 数 微 商 , 令 z=7" ,得 pm A '=(~1)/L). 


ikgA=s 


Sk Sg 1. C=0. 这 是 由 于 S.Ck-1) = 0,36 B Ge) 
是 关于 = 的 点 次 和 多项式, 并且 C100. BWA kai +7 USI 
Sg l ISKA) DW Ge) =e,.(2'G (2). 于 是 


、 GA) _ 
G= D 2 m = 0 


deg an 


这 就 证 明了 引 理 5. 4. 7. i 
ES. 4.8 (Lee 的 定理 4. 1) 设 
k =g" tgh H e tgh Asq il), 
则 
SCR — 1 = C— "Lk Jae £4, 1/2. 


$5.4 Æ 和 Se) 17h. 


证 明 ”由 3 引 理 5. 4. 6 给 出 


E $ k f 
z= > i te, Caz pee S ee), 
3,70 Jı i774 Ae 


于 是 
+, k, k k, G CA) 
Sk <1 BA SHO A 
AER, n=0 ksi n=O 49s) AER, 
degA = m deg re m 


RP k= Hgt tai. 由 引 理 5.4. 7 可知 ,只 有 当 方 一 产 一 … 一 
jam 时 ,最 后 和 式 才 不 为 零 . 因此 
D 


kı k, 
Sak D= | Ea EIS a 
nt frL m 


== (— I" Jarr Lé Jn Em: i 
现在 令 
Piz) = > (之 — A}, 


AG Rir} 


WM Pla) =e tae), a(PI=D,, PCT SS. 
FEA aea) =e(X~2)= TT eA. 
将 上 式 对 X 作对 数 徽 商 , 得 到 


(一 pf 
0 1 


i _ — 
eX L ea Xr A Y Dz 一 APX 


AE Rii) AG RU) kù 


= DX Pale). 


Ao 


SU=X"', 再 由 (5, 4. RBA 


(一 fi ju- 
0 


> Pia oU" = 一 了 FT a, 
‘=o >,(— pe) jure — ee 
A=0 


TRA. r=" 3 则 有 
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[ion 


,5.0 = Fi (5. 4, 8) 
=o >, p= jor — DU” 
150 F; 


定理 5. 4.9 (Gekeleri 的 定理 3. 13) ikg —l, 
k= bi k 的 -adic 展开 . M) 
Sk) 一 《一 LYM | [Leer e Ds 


s=0 


其 中 + 一 i; 十 之 /i 一 j 十 1)6;, 了 一 | Lp 是 8 4. 5 中 定义 的 Tamma 
oh aX 5 


M = b = — SD 
bas bs + C4, ) 1 Ch, Db tbh)! 


其 中 
6=q—-1-—8 OKJ l), &=lk) igo l) 
(FE both te +b =i(g—1) teeth D Hilal) 
byte +6; 
=b), #4 HF bys tt 9, zoe AY | y b |-。 
gos *** 让 i 
证 明 将 65. 4. DERE H 


> SCAM (— 1) zur 


aoe 
im] 一 ] 
X (1 +> Dr juts 一 Du" | 
J 


ind 


r— i 7 
一 《一 15 put (Se ver] eee 
J 


ao =Ñ 


A 


+ DU? 


A 
二 《< 一] ¥ zur > 2s | 


es | one 1474 -Ë 


$5.4 FF 和 5k) 2172 


,一 | a i or Scot che 4 Be 
x [I| <- perl DU ZOO , 
i 


j=0 


其 中 关于 ao，… a-1,B 的 求 和 满足 条 件 : 
apra Poe O, ay +--+ + a.) + B = A, 


ix Fe ART aE ADO, S k =k ia al), 


S (k= 《一 py? 


ia. $ 十 … + Fy + "| 


pas 
"AEETI: 158 


eo" 1 if 


Tl T)” 
x II] 【 一 per) | DF, (5.4, 93 
} 


其 中 求 和 过 所 有 满足 
Dg — a) + Bg =k (5.4.10) 


的 tortta; p H kcg lT, k0, MING. 4. lO AGE 
mottem 820. 于 是 St) 一 0 或 见 系 5.4.5 的 (37). 另 一 方 而 ， 
IS PY 6; = i(k) —i(g—1) <0, ALA M=0. BR BE A<g' -—1 ATF 
WE Ma. UL FHR g — 1S k<cg't!—1. 这 时 吉之 +! 一 gi, 设 
k = k — (g — 1) = ang” + ans yq™t! + +aq (an 1) 
(5.4.11) 
Ji REY 9-adic 展开 . FF k= Duba 为 天 的 9-adie 蝴 开 ,可 知 当 
N- iht, 
>bg = k + Cg’ — 1) 
= (q — D+ @- Det 
+ (qq — lq + fax — lor 
+ anng C H e H ag i + Ca; + Lg’. 
于 是 
b=4—1 (QS j/SN—-1), by = ay — l, 
b=a, (N+ 1] 71-1), 
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b. = a; + E, 
AAR. h kcg t g, AARE G. 4. ORI tosta’ 8 
均 小 于 g. 比较 (5. 4.10) 和 5. 4. 11) 可 知 有 了 唯一 解 ， 
a=0 (OS, 7;5N— 1), ay = @ âne 
:二 9 一 1] 一 ga (N4+18y;HI-1D, 
TA 
=a; + 1 — Sa. 
了 天 用 
F a=q~-1—6,=6, (OS ji—1), Ih, 当 8<0 时 ， 邮 一 0， 
并 且 (5.4. 9) 式 也 给 出 3) 一 0 所 以 定理 成 立 . 以 下 设 Ao. WY 
《5. 4. DAE RR 


7- 1 本 
S= (-— 1)! 7 MDF] [| <- o= 
si j= ù } 


Diets D lt 
三 二 { -一 DM - | | ’ 
L, 1] DLE, 
其 中 
一 1 一 | 
Moi X Gjt Desi + DG j+ V6, 
=O yaa 
= + (mac 2). 


再 利用 恒等式 Loo 一 DD,,,/L.,,， 就 得 到 


t- l ; j 
S (j= [ -一 Ly M] [Lee THL) a Dir Prete ts] [> 
于 一 局 


一 【一 Wy MT [eer Ty. 
1=0 


mM N=, 0) a=+-=a_,-0,8=a, k =g —-1+f¢ ALS 
G— l)ha = = 8), mg lsh M = 5, = 0, 5. 4 9) 式 给 出 
. SCA) = (— DDD = e DWD. 
由 于 r= (mod 2)，M 二 1， 可 知 本 定理 对 于 N=i 的 情形 也 成 
w. l 
ze CER, SLE P ERA FER. 
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定理 5. 4.10075] (1) BH ecg" +(g"—1) Aeg), 
M Sac S= lL DOr 124 welt, Saa A =0,degS,_, (4) = 
degi’. 

(2) SF kg" l W Sn OIT Sn ORAN 
项 为 (一 "1 Fy wl lay. Smeu k) = Os degs m-au EA 
degi.. 

(3) È kAcgt igi) COX<c<ig—1),. WR FBS io, 
degs, Ck) degr. 


证 明 显然 有 degs, Lik. B k= Duka E k H g-adic 霸 
开 , 我 们 先 证 明 两 个 论断 ， 

(A) Æ S,Ck)340 shedegl,,. 424 k A i=, 2 (4 Bt i= 二/ 
BY {+1. 

MEWE, deg 一 之 ,只 9 得 由 假设 条 件 丰 degms ,可 知 
food. FP OS, CA)540, SE BBS. 4. 4 表明 下 可 以 表示 成 

k=m tm + tm, g — iln l (中 jj 迄 让， 
并 且 上 式 右 端 用 p-adic 方式 作 加 法 时 没有 进位 ,从 而 用 9-adic 方 
式 作 如 法 也 没有 进位 . 这 表明 CAD ei(gq—1D +h. He aA Bae et 
9 一 1 的 最 小 非 负 剩余 . (BE CAD + bg —1) HHA YOY k, 
KOS DOHA. 由 此 即 得 结论 . 

(B) E k< l, FA kW EEFE a). W 
deg $, kiA degr. 

证 明 由 定理 5. 4. 9 推出 , 因为 此 时 存在 pe t {R kg-l. 

ETE kR=eg™+(g"—1), ONe<g— 1. 由 定理 5. 4.8 可 知 当 
c=O0K, S.CAO=(—1 YT). Ti 4ise<g—1h, 

Sa CR = e DD Doe DT) SO "TD,, 

A re PE BY) EC fe ie r AY h CA CBE H. [ 

由 于 SACO S, QR RD ARMS K-.IFA RF § 4.1 
E XA Goss zeta PAR OWS A Eeeh IRTO OSC D k 
RM ds6.C—-h£)=0 (44(q¢—1) (2 BY) A eS. 4. LOH EST 
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如 下 推论 ， 
FS. 4. 11 对 于 定理 5. 4. 10 的 三 种 情形 ,分 别 有 ; 
C1) 5 一 让 和 雇 ( 卫 ) 的 最 噩 次 项 均 为 (一 1)" Ts, 
(2) ACTOR BRIM AC— 1) re i o...C —-2)=0. 
(3) degf..¢—A)<degl,. degB (7 )<degl,. | 


系 5.4.12 k= Ske 为 的 gadic 展开 ,一 | lecot 


t 
= Zaz REN i2>0, 有 

dega, + degt..(— i) < deg!,. 
EARHART HA4 kaet lgl) (LASce<o 一 1) ,同时 
=R, 

证 明 当 i 一 时 ， a4 一 1, 定 理 可 由 系 5. 4. 11 推 出 . 对 于 一 般 

We (Osu ke). UR a, 40. DRA 

wage tnt grb Ss, 
MB aE vs t e g HH a,c, OLL), a,= 
ff 一 下 = (d0). XBT vate’ — y Foe 由 于 


J J c 
es| | ace €), 
| cel] cal | 


degl — degl,. «= deg| ° | ’ 
c—d 


deg 


A Ml dega. +degl’,<dega, +deg r, FRAMES. 
dega, + degf...(— «)< dega, + desl’, 
<=. dega, + degl, = degi, 

(最 后 一 个 不 等 式 天 了 归纳 假设 ). HEEE Acq" + (q”—1) 
(lc<g 一 1) 时 ，degt( 一 wx) 之 deg 夏 ,， 即 纵 出 了 等 式 成 立 的 条 
件 . I 

Eio EES. 4. LOM ARS. 4. 11 最 早 是 由 Gossr'”11”1 通 过 大 量 
计算 数据 提出 的 猜想 , 后 来 由 Gekeler!'*/ AF HEAR ,并 且 双 发现 这 在 
很 旱 之 前 已 经 由 Lee 所 证 明了 ,我 们 在 这 里 混合 采用 了 Lee 和 


$5.5 分 布 与 测度 * ]77+ 
Gekeler 的 方法 . 
$5.5 分 布 与 测度 


现在 介绍 局 部 环 Rp 上 的 积分 理论 .由 B Mazur 和 N. Katz 
等 人 系统 发 展 的 分 布 和 测度 理论 是 分 圆 域 理 论 等 现代 数论 的 有 用 
工具 . 这 一 工具 由 Galovich 和 Rosen- 以 及 Goss[] 等 人 利用 到 
St Bl pa RC. 如 前 一 样 , 令 上 一 下 (7T) R=F TI) P ER Pd RË 
LAA SIH ke AAT ARR EOP KBE. Re 是 只 对 于 
mB RD P 的 局 部 化 . 即 

p= (@€ kp: lalp Sl 1} = {a © kpv SO}, 

EP jele 和 mr 分 别 为 二 关于 三 的 标准 赋值 和 标准 指数 拭 值 . 

和 数 域 的 情形 一 样 ,Re 上 的 积分 可 以 有 三 种 不 同 观点 :射影 
系 Rr 一 limR/ACP") 上 的 分 布 (和 测度 ) ;定义 在 Rr 的 紧 开 子 集 族 上 
的 醋 加 性 映射 ;以 及 Re EEE eR Se] LOCA Ree mR. 关于 
p-adic 整数 环 Z, 一 lim2/A(p") 上 积分 的 这 三 种 观点 参看 Koblitz、 
Washington 或 S. Lang J BIEL 现在 对 于 Re 上 的 积分 全 
次 介绍 这 三 种 观点 : 

对 于 i 之 j 之 1, 有 环 的 自然 满 同 态 ， 

mR (P) — RICP, A (mod Pj A (mod PN, 
WRAP, aylanali Sl RRS RED 2, ESR SH 
H4 ijk WY raz, te TRE AOR 

lim R/CP") = {Carder tyne tt) | a, E R/C Ys 2%, (a) =a, 
( 当 ij 时 )) BRS FER Re BR, 中 的 元 素 ， 

a= A, +A, P+ ALP? 4 ee + ALP 
+++ (A, © R, degA, < d) 

Ei PR Flim R/ CP") PY FER Ca ra, a，…) ,其 中 


t— } 
ae = LAP (mod P") =a (mod P"). 
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WHR nS awa: 
Aa: hp — R/C), ara, 

Ker (7,) 25 Rp 的 理想 (P") 一 已 "只 从 而 R/CP") 中 的 每 个 元 来 的 
HR A+) EPR ACR, degA<ind. Re 中 每 个 这 样 
的 集合 4 十 (P") (ACR Sl RE Rs 的 区 间 , 它 是 Re HER 
子 集 , 并 且 所 有 的 区 间 形 成 拓扑 环 Rs 的 一 个 基本 邻 域 系 . 

定义 5.#.1 WGC ART RB. RoR 

(hr R CP + G) Gn = 1,2,3,"*) 
AER A {R/C zi 的 一 个 取信 于 写 的 分 市 ,是 指 对 每 个 
tE R/ (POA Sj. 
pr) = > ao). (5.5.1) 
ye RAPD 

A Fa PSPS (1.2.3.0, EREE LS 
对 i 一 j 十 1 的 情形 (5. 5. 1? 式 成 立即 可 , 即 分 布 所 满足 的 条 件 为 ,对 
每 个 jM ee R/CPN), 有 


a= Š pi) = SN gal ++ BP’). 
y pitl BER 
coma ph cea bad 
(5.5.2) 


通过 映射 族 ix} Da AEG. 5. 2) 式 提升 到 Re 上 . 对 每 
个 LERAP, REN qz 十 (CP) 一 如 (x) ,这 就 给 出 一 个 映射 
p EJE Re PET RRR G 中 的 元 素 , 而 (5. 5.2) 式 转变 成 下 面 
的 (5.5,3) 式 ,所 以 定义 5.5, 1 就 转变 成 定义 5. 5. 1 ， 
定义 5. 5.1 WO HMR. ER 上 取 值 于 G 的 分 布 是 
一 个 映射 p EE Rp 的 每 个 区 间 映 成 G 中 的 元 素 , 并 且 对 每 个 
ACR M nl, $ 
gA 二 CP")) = 24 PLA + BP" + (PO) (5.5.3) 


deg f= of 
与 拓扑 环 Z, 的 情形 一 样 , 环 Rs 的 每 个 紧 开 子 集 都 是 有 概 个 
两 两 非 交 的 区 间 的 并 (证 明 可 参见 Koblitz'**!). it o E Rp LEK 
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于 如 的 分 布 ,如 果 Re 的 紧 开 子 集 召 是 两 两 非 交 的 区 间 BB, 
的 并 ,我 们 令 
QB) = AB) ++ + HB,), 

At) FR C5. 5. DAT LA DEAR. pi HEX Bo B REIR. 这 
就 把 映射 9 的 定义 域 扩 充 到 了 Re 的 所 有 紧 开 子 集 上 ,并 且 ?满足 
HWE BRS RAH BPE AER TRA EBB, 
的 并 , 则 ox BI =P B+ +B). RRNA Re 上 分 布 的 第 
二 个 定义 如 下 ， 

定义 5.$.2 设 恕 是 阿 贝尔 群 ,Re 土 取 值 于 如 的 一 个 分 布 是 
指 可 加 性 映射 

P: (Re WRAP RS G. 

以 下 我 们 取 G A Cr Gr 的 代数 闭 包 的 拓扑 完备 化 域 ), > P 
是 P 到 域 Cr 的 唯一 扩充 素 除 子 ,| 1s Be PRA! | 到 Cos 
的 唯一 扩充 . 我 们 用 CCR RAM Rp 到 Cr 的 所 有 连续 函数 组 成 
BY Cp ERREZ. 对 每 个 AECCRn) ,定义 子 的 范 数 为 

Fil = Max|f(a)| +, 


网 CCRp}) 对 这 个 范 数 是 Banach Sia (Sz SAH BI). 


KR pE Rp 上 取信 于 Cp 的 分 布 , 对 于 Re 的 每 个 紧 开 子 集 B, 
F Xs JE B FJER $t, BI 


Xe(x) = | 


我 们 把 pe wo TES : 
eB) = | Xslrjdgí r) = | dga), 


PR TE EPR 各 (对 于 分 布 由 的 积分 , 函数 EC(CRr) 称 作 是 局 部 常 什 
的 ,是 指 对 每 个 TE Rp 均 有 包含 + 的 紧 开 子 集 B, 使 得 f 在 B 上 
ROE. 熟知 全 体 局 部 常 值 函 数 构 成 的 集合 SCRE CRORE 
空间 . 对 每 个 局 部 常 值 函数 ,Rp 都 可 以 分 解 成 有 限 个 两 两 非 交 
的 紧 开 子 集 Byatt Bs, 的 并 ,使 得 了 在 每 个 bb. LR HH i 全 Cr. 于 


l, er € E, 
0, Æ M. 
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f 


县 是 有 限 个 Xs 的 Cr- 线性 组 合 :f 一 之 scrxa,. 我 们 定义 对 于 分 
布 2 的 积分 为 
| Sada) = Sef, Xs (x)dpx) 


= Saf ape = Dee), 
于 是 ?就 成 为 Cr- 癌 量 空间 SCRE) EA ARBE : 
pS (Re) + Cr, f 一 | Fda) ， 
这 就 是 Rp 上 取信 于 Cr 的 分 布 的 第 三 种 定义 方式 ， 


定义 5. 5.3 Rr 上 取 值 于 Ce 的 分 布 ?种 作 是 测度 ,是 指 存在 
常数 六 >0, 使 得 对 Re MET BTR B, E eB) l= 


i dga) ZN. 
B P 


由 于 赋值 的 非 阿 性 质 以 及 每 个 紧 开 于 集 都 是 有 限 个 两 两 非 交 
的 区 间 的 并 ,可 知 定义 5. 5. 3 中 只 要 对 Rs 的 每 个 区 间 吾 满足 所 述 
的 有 界 条 件 即 可 . 同样 由 于 赋值 的 非 阿 性 质 ,可 知 车 ”是 Rp 上 取 
H F Cr 的 测度 , 则 对 每 个 局 部 常 值 函数 FCS CRD) EB 


| frjdgz)| SN. MRA SCRE CCR) RS FS SB 


对 每 个 连续 函数 SECRIOWFE RBH ARR A ESR) 
Cn 二 1;2,…) ,使 得 

e=f—Sfill~o ( 当 n— oo 时 ). 
这 时 者 9 是 测度 , 则 


ie (oddl) 一 | falada) 


= f, f(a) 一 fa (Dda) 
= IL a FUR) 
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< MASIHI SIN 一 0 ( 当 nym — 00 时) 
这 就 表明 极 限 tim| f.Cz)dgkzx) 存 在, 我 们 将 这 个 极限 定义 成 连 


SRB LMF 9 的 积分 | /(z)dp(z). 于 是 ,下 面 三 个 概念 是 等 


价 的 : 
(1) pA Re 上 取 值 于 Cs 的 测度 ; 
(2) Pp 汶 有 界 的 可 加 性 映射 Pi (Re HERTE) Ce: 


(3) PHAR Ce- REIS 9.C(Rp) > Cri f| feda) 
[这 里 所 指 的 有 界 性 是 指 存在 N > 0, 使 得 对 每 个 ECR), A 


ff (2d g2)} < IIN | 


举例 如 下 : 
例 1 (Dirac 测度 ) 对 于 aE Re. MR 
O,; (Rp 的 紧 开 于 集 } 一 Cy， 
其 中 对 Rs PRATER BOG 
l» #acC B; 
5, (B) = 1 ml. 
HAS, dé Re 上 的 测度 , 称 作 对 于 a 的 Dirac WE. 对 于 每 个 连续 
PR ECR 有 


| rdd (ry) = fla). 


例 2 (Beta 测度 种 zeta WE) i P ÆFRIT]=R $d Ke 
LAD A SMM dS Dt Re 的 每 个 区 间 AHOA moo, 
AER, degA<md), ER 

7 2, BAER; 
wea + cry = {BA 
2+degA — md, ACR; 
HCA + (P™)) = Í -+ degA — md, HAC R—R,,AXO; 
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定理 $.5.,.4 eA xe dt Rp ERC Fi( 导 Cp) 的 测度 . FA 
Hf £220, 4 
| xidu(x) = ts(— k), | oder) = BT) 


Cec ge OP PRY zeta 测度 和 beta MAY. 
证 明 Wt m0. ACR, degA<ond. Wi 
>, HOA + BP” + (Prt) 
BER 
degfed 
= aA + (P +2 Si+ 3) 1 


BER, BE R—E, 
deg Sat dopa 


= «A+ (P) + Dit 21 
agacha deg 


= AT (P+ 六 1 十 >, >! 


panes BER, iaer? 
degh<id 
= p(A + (P")) -+g Ss 1 
HER 
deg Bid 


= {A + CP")). 
所 以 产 是 测度 .类 似 地 
HLA + BP” + (P™*1)) 


= MAF+ (Pt) S01 


HER, 
deg Ba 


+ >) + deg(BP") — (m + Dd) 


= pA (P™)) + >) degB 
GER 
=o 
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= (A+ (P™)) + (@—1) > degB 
Pi 


于 一 1] 


= aA + (P) 一 Za = ECA + CP")). 
所 以 e CEWE. 
现在 证 明 | dul) 一 $( 一 &). 当 上 =0 时 ,两 端 均 为 1. 以 
Pe AS 1. 对 每 个 n=l, 如果 z,yE Rp, r=y (mod F"), Wi 
=y' (mod P"). 因此 


h dpl) = > f xidu(a) 


deg Acct mad 


= au A‘n(A + (P) (mod P*) 


deg Acad 
p >, At 十 >` A‘. (5. 5, d} 
AEK ACK 
eg md deg A nd 


MSE (g—1) | 二 ， 则 (5. 5. OREHA 
S; Daat DA 


AEX, scr" AER, 
degA<ind 8 7 dega<nd 
=(g—-1+1) >) At=o, 
AER, 
deg Ax! mal 


这 表明 |。 a'dy(x)==0 (mod P"). n+ 00, As x*dplx) 
一 站 一 t (— k). WRGD k, WEG. 5.4) 式 右 端 的 第 一 个 和 
AAF. 因此 

zdal) = >) At (mod P^). 


AER 
deg A nal 


Garo ijg | dua = DA = Eel L). 最 后 证 明 
P AER, 


| Tidp(T) = RT). 当 上 = 二 0 时 ,两 边 均 为 0. UFR Ll. 这 时 有 
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| TAT) = > 4 + (F")) (mod P*) 
Rp 


AER 


deg Axiad 
= >, Æ +degA—nd) + >) At. 
AER AER, 
deg and deg A< nd 
(5.5.5) 
如 果 (Cg 一 1) |2,005.5. DR AA 
一 > A‘ (degA — nd) 一 一 > A‘degA — nd > A’, 

ACR, AER, AER 
deg Anna deg A < mel A 


取 一 个 固定 多 项 式 B #1, P)=1, degi 21l, RNA 
>, 4= 5, At (mod P*) 


ep AG RIALP”) 
= >) (AB) =B >, Ææ (mod P"). 
AERP”) AE R/LF") 
这 就 表明 


(B: — 1) >) A*=0 (med P"), 


i=AE R 
aeg A nf 


于 是 


当 十 ce 时 ,上 式 右 端 趋 于 十 ce. 这 就 表明 
| zdp) =— S Adega = BCT). 


AER, 


MaD F k WS. 5.5) 式 右 端 第 一 个 和 式 为 零 . 于 是 
| zdp) = DA = BAT). 


AE, 
这 就 让 明了 定理 5. 5. 4. i 
以 A 表示 Re ERË F Ce 的 所 有 测度 组 成 的 集合 . 对 于 
YEW, 自 热 定义 加 法 运算 和 卷 积 运算 uwr 为 ;对 每 个 SE 
CIR, 
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| fied Ce + yir) = f Jdel) + | Tr)dyvtr), 
F F P 


| rd v(x) = | | fiz + yds (a ar(ty). 
HEH peeve pu FH .到 对 于 这 丙种 运算 形成 域 Ce ELK 
换代 数 [ 对 于 a € Cry | f(a )d (ap) (2) = froda]. 利用 


$ o 1 的 结果 ,可 以 把 这 个 交换 代数 表示 成 另 一 种 形式 . 根据 定理 
5.1.5，CCRn 中 每 个 连续 画 数 f(r BE — AR 


f(x) 一 Sa, 2, (5. 5. 6) 
FeO 了 


其 中 心 ECooare0( 对 于 P-adic 拓扑 ), 对 于 pew, 

b; = f Ndula) 《了 == D,l;, 2,5%), 
则 b; E Cr. AF G/F, 是 从 Rp 到 R, OER BRR EB 
5,1]. 5 前 面 所 述 》, 可 知 p(tj 二 0,1;2:*** I) RAR » BB AE TE N >00, 
使 得 | 刀 |> 魏 N (7=0.1,2,°). 于 是 对 于 由 (5. 5. 5) 式 表 出 的 
IIDECRD A 


| f(r)adntr) = >a, ChE dula) = > 14,6, E Cr. 
Rp eT! Rp f ET 
RRA ve I-A 


G=] i? d(x) C7 = 0,1,2,°"), 
P 


则 
Clr + y) 
— fa Rp Ü; dalr yar (a 


=f, =e 
Rov Rp ny fash E 
e, feo 


‘加 法 公式 ,可 类 似 于 引 理 5. 1.4¢€1) HEARD 
‘I. ce ay (x J ly ) 


Gz) Griy) 
: “Fd ula dv(y) 


— 
— 


2 E 
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j > j 
der — | Joe C5. 5, 7) 
= E 


E 


e+ f= ys 


现在 我 们 考虑 集合 
~ 9 
P= [> 


F) -一 O12.) | 


b, € Cr 并且 存在 N > 0, Ei 后 | SN 


这 里 对 每 个 j> FER TES. 于 是 有 映射 
pA > D, n= Db, F, 


Ape = |, OR du). 这 显然 是 Cr- 线 性 映射, 由 定理 5. 1.5 


可 知 这 是 一 一 对 应 ， BD 2 是 Cr- 阿 量 空间 的 同 构 . 进而 在 多 OR 


Z zo Z 

Lut Fi + 2b A= 21a, + 6) & Ts 
ri re 

本 一 eels a 


ae oo 


B G + k)! A zi 
= Diabs iR GFA! = 247° 


Prt -an ri 


其 中 


C= oh i = > ADi 


=o 1 
则 绍 由 此 成 为 Co 交换 代数 由 (5, 5. 7) 式 可 知 有 以 下 结论 ， 
定理 5.5.5 (Goss!) FRR ot 7B Oa C 上 的 
交接 代数 同 构 . I 
对 于 pe, 


_ £ _ 
gu) = 之 Ab j! (其 中 b, = he 
称 作 测度 u 的 divided FRR. 


C2 4462) 


§5.5 分 布 与 测度 + 187 - 


例 1 ”对 于 前 述 的 Dirac WI & eR), MA 


a=], Td, (x) = Sa? GE 0), 


站 所 .特别 是 85) 一 1, 所 以 6, 是 代数 oh 


于 是 8.) 一 和 ,一 
HAAA. 

P2 现在 求 定理 5. 5. 4 给 出 的 zeta 测度 yg 和 beta 测度 产 的 
FER. 这 是 由 D. Goss 通过 计算 提出 的 猜想 而 由 Thakur" HE 
的 ， 

定理 5. 5.6 (1) 设 zeta 测度 s HERBO Zora Fo 

_ oa 1)", Ge =eg™? + (a™—1) O<c<e<g-— 1); 

"los EA 
. _ par: Zz” 
(2) 1 beta 测度 u RRHH O Zupa a. :由 
_ = {Oe ES ot + aT i) (O<ecesig-—1); 
lo, gN 


证 明 <1) 首先 ,由 于 点 一 cae? 


dhe), RE E 


FDL], T| rdu) = E D E R= ELT, TM WE 
O € 


FCT). a, TEP AIR BHR P, rE Re 时 ， 


Rp. 再 由 测度 e BIET ROR, Are Rpt 对 每 个 P). 这 就 证 明 
IT mER=F,LT|. 


现在 设 Gl) = Dar (aE R). A 
w=] cay (x y= >) eB TP ER. 


AE CP RS. 4 12, st Rea" + <q" 1) Us 


g| 2 2 一 一 | 一 0 (Oi <A). 
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“. a,f..(— i) _ 


这 表明 了 im = >, -pr 0. 
ar 上 
4 k=eg +(g"—1) UxStecg—Ll iT, KS. 4. 1207 A 
deg =F? | < 0 (Omi Sk — 1), deg thet | =o. 
I, i, 


所 以 pn 等 于 全 < 一 全 的 常数 项 . 但 是 a, 一 1, 而 (一 和 的 最 高 
次 项 为 (一 1)”" 了 Tem ES. 4. 1t1) ,这 就 表明 pg = (一 1)"， 

(2) ALA AS. 4. 12 和 5. 4. 11, 可 类 伏地 证 明 . | 

分 布 和 测度 理论 以 及 p-adic 分 析 工 具 在 研究 数 域 的 分 圆 域 
理论 中 起 着 重要 的 作用 . 人 们 也 期 望 本 章 所 介绍 的 分 析 理 论 在 研 
究 分 圆 函 数 域 时 会 起 到 更 大 的 作用 ( 见 文献 L30] 和 .317). 


附 K 


561 BRAK EF 


BP HRR=F TIPS 1 不 可 约 多 项 式 ,其 中 2 + g. 记 |P 
= Qh" AUCR/CP)* ) 是 |P1 一 1 阶 循环 群 . 对 每 个 多 项 式 ACR, 
P+ 4, 存 在 唯一 的 元 素 | 各 | EF; ,使 得 


{$$)= ATY (mod PF), 


于 是 ， (S| =1 当 且 仅 当 存在 BER AER A=B! (mod Py)( 即 
A 是 模 书 的 9 一 1 次 剩余 ). 更 一 般 地 ,对 9 一 1 的 每 个 正 因子 加 ,有 
9 一 1=me. 则 | 多 | 一 1 当 且 仅 当 A 是 模 P BY m 次 剩余 . 由 定义 不 
难看 出 : 

(1) Back; MB) = 


(2) 若 A.BER.P { aB MI ELEN 


(3) # A.BER, A=BÆ0 (mod P, 则 | 至 }= 人 到] 


所 以 ,为 了 计算 { 系 上 ,我 们 只 需 考虑 A 是 首 1 不 可 约 多 项 式 的 情形 


BN ay. 对 于 这 种 情形 ,有 加 下 定理 ， 
定理 《FLTJ 上 的 高 次 互 反 律 ) RPMQEBR=F [TIP 
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不 同 的 首 1 不 可 约 多 项 式 . 则 


la} (S Pi gy ET 
(最 后 的 等 式 是 由 于 1 一 = 11 = degP (mod 2). 


就 作者 所 知 , 这 个 定理 最 早 是 由 Kuhne 于 1901 年 证 明 的 . 就 
RZ 上 的 高 斯 二 次 互 反 律 的 情形 一 样 ， 后 来 又 发 再 了 不 少 新 的 证 
BB Can F. K. Schmidt .Carlitz. Hellegouarch 等 等 ). 在 上 述 工 作 中 ， 
高 次 互 反 律 的 证 明太 都 包含 在 关于 中 17 的 一 些 更 一 般 的 性 质 或 
计算 之 中 ,在 本 附录 中 ,我 们 提供 高 次 互 反 律 的 五 个 证 明 . 其 中 第 
一 个 证 明 是 初等 的 , 努 四 个 证 明 则 使 用 Carlitz 模 和 分 贺 函 数 域 理 
论 . 

第 一 个 证 明 是 高 斯 对 古典 二 次 互 反 律 

a) (gjo pe 
纵 出 的 一 个 证 明 的 模拟 . 对 R= [TIP RPI ESS MA AL 
sgn(4) 表 示 A 的 首 项 系数 ,而 [Ajs RAR PRBS 
项 式 . Mic 
= ALP) = {A E R:0 <degA < degP}, 
MA = AO 0P) = (A © (PP) .sen(A) = 1}. 
下 面 的 引 理 是 关于 Legendre FHH ey Wr Se HL. 

9} 理 5.1.1 设 记 为 所 [Tj] 中 首 ] 不 可 约 多 项 式 ,AEF[7T']， 

PY A W 
A 
(eh I] sen([ AB Ja). 


AE A CP) 
证 明 对 每 个 a€ KF; [aA] —alAle. HUY Bit “= 
(PN CAB] sgal AB |p 也 过 Ati. 于 是 


AB |p 一 1 
5= L = ( H sgn[AB]) "LL AB 
= A 4 ri 下 sgn[4B]1 | { į | 8) (mod FP). 


EE, 
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px ITs apn 


p= Ant = | | sgn[AB]> (mod P), 


ATARAM EE FS 中 的 元 素 , 所 以 必然 相等 , 证 毕 ， 
现在 着 手 证 高 次 互 反 律 . 设 首 1 不 可 约 多 项 式 户 和 已 的 次 数 
FA s fic. A ster. H P EB AQ, 得 到 
AQ = BP + [AQ]p = FLAP + gtA). (6.1.1) 
于 是 有 两 个 -线性 映射 : 
JAP) iJ {0} = {AE FIT].degA < s} 
+ {BE FLT ],degB < t}; 
E ACP) U 10 + CP) YU {0}. 
其 中 FADS B, g AO = LAR]. i g 为 F,- 向 量 空间 .A (PU {0} 
A BPS iil AS. IFA 
Ker(f> = {A € F,[T ]:degA s — £) 
由 引 理 6., 1, 1 可知- 


(P= TI sen(g¢Ad). (6. 1. 2) 


AGW CP) 
WWR deg A<is—r, Mi 
f(A) = 0, g(A) = AQ, sen(g(A)) = 1. 
以 下 设 AC 4 (CP). FFA s~rxidegASs—1. 这样 4 的 总 数 为 
GUT i ree rg Dg —D. 
不 难看 出 ,对 这 样 的 4, 有 (AYE .ALCQ) FFA 
JA E APs — tdegA 人 sili} .A 0) 
是 gq“ 对 1 的 映射 ， 
类 似 地 ,对 每 个 B ERLT] H Q AR B'P, 得 到 
B'P = A'Q + [B'P] = F (BOQ 2 CB’). (6.1.3) 
其 中 SA g EFREN, 
FUAD Z {Al E Ps — t i degA! & s — 1}, 
FE 
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{ 志 上 = ig SBME (B' Y), (6.1.4) 
现在 我 他 固定 一 个 AEA UD. MA ER BLP. 
BoP = AQ + Ra. (6.1.5) 
其 中 degR ost--1, A,€-#,(P), s—t<degA,Ss—1. wH P E 
除 A, HA 
AoQ 一 BaP 十 (一 Rod, 
并 且 对 每 个 


As HECE J RB )= A, + Kerf 
= As + {C E FT ]:degC <s t} 


HA 
CA, + OQ = BP + (CQ — R). (6. 1, 6) 
THA 
Py) 好 
(a| ` (Pj= ll senga. [[ sge By 
AEA LP) BE D 
$s— ii den] 
= TE (sgn( Ro)” ` Ti sgn(g(A))}. 
BE 10) AC UP) 
PA= B, 
但 是 
sen (&,})~' « [Tf sen{g(A>> 
AG iP) 
f(Al=B, 
= sen(&,)7' + TE sen(CQ — R,) 
deg a—e 
= sgn(R,}”' » sgn{— R,) 。 {if sen (CR — R,) 
pidesi 
=— [|| sga 
Os degt ei 


二 一 一 


{I ai sgn laf" 十 at 十 … + ao) 


Ao Ü ayer ye Fa 
a70 


r= {m 


=— TI{ a)" =- TI D = 一 D- 
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lo}? iS} = tl 《一 17 一 【一 peo ar 


fe wim 
= (- De = (- 1), 
这 就 证 明了 高 次 互 反 律 . 
第 二 个 证 明 ( 用 指数 函数 ) Serre 在 文献 [51] 中 给 出 古典 二 
次 互 尽 律 的 一 个 证 明 ,其 方法 是 利用 正弦 郴 数 的 一 个 恒 等 了 式 , 并 且 
说 这 个 证 明 是 Eisenstein 于 1845 年 得 到 的 . 现在 我 们 仿照 这 个 方 
法 ,用 第 4. 4 节 中 的 Goss 指数 函数 
e= JT- (6.1.7) 


Cert I 

来 证 明 R= 二 [TT] 上 的 高 次 互 友 律 ,这 里 一 xR, 而 x 是 由 $4.4 
给 出 的 AACR. 我 们 在 注 记 4. 4. 5 中 曾经 指出 ,el(x) 可 看 成 是 
sin x HRH. 

在 定理 4. 4. 4 SS eTO Tel) teld. UH ATR 
Vi Carlitz R-MAZER Bi T E ee ke LASHER 

prila) = a? = Ta + d, 

而 对 每 个 MERA 


gd M , 
pula) = a = 人 | e, 
i 二 站 = f 


其 中 d=degM, | “er, Me [|=1. 从 而 有 
pute(z)) = e(Mz) (M E R). 
引 理 6 1. 2 对 每 个 aE R, 有 


a [I elh) ' = 1. 


ses 
证 明 ”基于 恒等式 
elz) 
p.(e(z)) = elaz) = aetz) [] |1~ g) (6.1.8) 


bea PEL 
bse 6 


Fla L/L = |R) | =, FER RDA we (oN 


" 144 + EH R 


RETTA. 由 于 eo EA LAAMA, H LECKHFA 
SG. Ar EA Pe A ARR weh (bE a T L/L 


RE €E W EZH i A S. ET CeCe) = [f eH, 


| |=a. 所 以 将 上 式 两 端 看 作 w 的 多 项 式 时 ,w 的 一 次 项 的 系数 


均 为 a, 因此 上 式 为 恒等式 , 考察 此 恒等式 关于 w=etlz) 的 最 高 次 
(gw 深 ) 项 的 系数 , 即 得 到 本 引 理 的 证 明 . | 

AES FERRERI. HTAR e(z) 的 周期 为 工 一 艺 R， 
所 以 对 每 个 ACR, A 


e| Se = sen((QA]p) + e| A oA) 


P 
于 是 
Fz] A- 
Dr: ia Ajr)” Bit., 
e P” set, PLO tr) ld pF 
由 引 理 6. 1. 1 可 知 
Q\_ QA~\ | Az 
S| ,| P z /el p7]. 
H6. 1. DRH 
m ~ A~ 
(Pa) a4 34) U1 G 4 出 ) 
HEQ E 1 一 eth) 
el P| 
= Qe| pr] i- P 
P Be wWitQ) | 57] 
el Sx) | 
= Qel ST TI l 一 á 
BE (0) ?| g7 
rap 


所 以 


$6.1 MK Fhe # = 295 - 


AE l HE. 02) 


利用 引 理 6. 1. 2 ,得 到 


B ~ {g= 1) | 二] 一 Ra —] 
LL g7) = en ee Q I, a 
=(- pe TT e@ = (1) Fe", 
bE QTL 
60 

所 以 

(pj ODER TL eat) al 

Pi 一 “~ qT 9 一 ] el 一 一 -一 gl —z 

P AGA iP) Q P 

BE -# N 

FMA 

gj- ose I fl pal e Be] 

OLI ~ aba él > 一 e| An ， 

Q ARAP) P Q 

Be th) 
因此 
P -1 ~ ` 
5} {$1 = [J n= (~ pene. 
AE UP) 
BEA (a) 


第 三 个 证 明 ( 用 torsion WR) 对 每 个 MCR, BAMA, 
我 们 用 Au 表示 Carlitz R- k" pH M-torsion TR, JEL As 表示 
一 个 固定 的 本 原 M-torsion 30% , 则 

= Are = sgn([BP]o) + reer, 
所 以 
LI a E sA ErP i ldap $ 


BE Q) 


chy S| PEG. 1. 1 表明 
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(可 }= TT agra. (6.1.9) 


BE. © (Q) 


由 于 加 在 上 上 = 所 [LT 上 的 极 小 多 项 式 为 
u” /u= [i (u — À) = ai (u — Ap) 


DERE Ap AE LP) 


= | o Aap, 


Ae. ail cro 


PFLAG. 1. DAFA u= A): 
(S}= E e = (aay), 


QJ newt 
BE HG 
meee |S} LL). Bat 
HE wi} 
PIIR) 一 ~ 7) = (— ee ee 
‘a | uh. P= Dee, 
RE. (Q) 


第 四 个 证 明 ( 用 高 期 和 ) 熟知 古典 二 次 互 反 律 可 用 二 次 高 斯 
和 


=) E 
G, Cm) — Saje aa [lige _ gee | E Or) 


的 性 质 推出 来 ,其 中 p HERK pI m, =F. 现在 我 们 在 分 
圈 钞 数 域 中 构 作 类 似 的 高 斯 和 ,用 以 证 明 高 次 互 反 律 . 
对 每 个 ME R=F[T]， PY M, 定 义 
GM) = [| AY ERAD Ck = F(T)). 


AEE EP) 


以 下 的 引 理 表明 这 种 高 斯 和 具有 与 古典 高 斯 和 相似 的 性 质 . 
引 理 6. 1.3 设 已 和 妨 是 PE 中 不 同 的 首 1 不 可 约 多 项 式 ， 
MEFJ[T], P+ M, 则 有 : 


(1) Gp (M) = (PC, 


(2) GAJ =P" ,其 中 己 * = hPa 
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(3) GD =F (mod Q). 
证 明 (1) 简 记 -A= AP), A = APY M 
GM = [|| abe = dlsentAM < [| Aperan], 
AE Ki 


Az. F, 


= (F [þa 《由 引 理 6.1.1) 


AE -二 1 
— (DCD. 
(2) AF 
LP), 
|] Ge — àk) =u fu = Sle (s = deg P), 
AELE rw i 
4 二 0, 得 到 
P 
{|c 4) = | |= r, 
AE 0 
HE 
D= ( p1 Te) = (~ TGO 
Ae i AE ai ge 


= |p eo, 
因此 Gel) '=FP". 


(3) FR) A w= Dy e (一 degQ) 的 系数 | ”| (Om: 
<e DHE Q 整除 . 因此 =r (mod Q. 于 是 
ove T] a)" = a 


= [go (mod Q). 这 就 证 明了 引 理 6.1.3. 1 
现在 证 高 次 互 反 律 ;由 于 
Gd) = (G5) T Ge) 
(PC (由 引 理 6.1.3. (2)) 
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一 an le Ge(1) (mod @) 


= (— 1) T gla) (mod Q). 


再 由 引 理 6. 1. SACS) By 
P IP=, CTE 
(g e= Pi=1 lal Piga (mod Q). 


由 于 GOY =(P P SQER FU LRM EM GO), 
BAF Sh pe YR A Fe 

BPR AS Mee) RNS A— FT) R=F [T]. 
K=k(Ap) [=k r, HP Ap 是 一 个 固定 的 本 原 P-torsion 元 素 ， 
Get1) 蚌 由 上 节 定 义 的 高 斯 和 , 则 G DEK. MATA -RER 


@(2)-(2)=(— pT eG HK FRAP? 


[p= (+) o RER. 现在 我 们 用 K 的 子 域 工 =&(Gr(1)) 来 证 


AR ey tx Se ee. 
引 理 6. 1.4 (1) 工 是 下 的 唯一 的 子 域 满足 [ 工 :一 g 一 1, 并 
EWF ER Gall L/h = ina CF) EP r.0Gp(1))=aGp(1). 
(2) RR 中 每 个 首 1 不 可 约 多 项 式 息 QEPE L 中 不 分 歧 , 并 
HF & 69 Frobenius B 同 构 为 | => |= as Ee a= =} 
证 明 由 引 理 6, 1. 3G DESMA fe) =a PA 
根 . 而 Fr) 是 关于 已 的 Eisenstein 多 项 式 , 即 它 在 上 是 不 可 约 
的 , 所 以 [ 工 :k= 一 degf 一 9 一 1; 并 且 GOO HSM HENE A 
aGeP(t1) (a€ F, >. HERE F ER Gal (L/k). 最 后 ,Gal(K/&) 
=(R/CP))* 只 有 唯一 的 2 一 1 阶 商 群 (因为 (RRA(CP)) BOP) = 
“一 1 阶 循环 群 ), 所 以 工 是 天 的 唯一 子 域 满 足 [LL:&] 二 gq 一 1. 
(D Q EK PAS BOSH 2.12 MU OEL PRAY 
歧 . 以 Bor OF LAP. 则 


[和 Gr Gay (mod P) (eh [= | 的 定义 


$6.2 正规 整 基 + 199 。* 


= (PTG) (因为 GrCl)9- = P*) 
(g ED (mod P) (E3 PIQ). 


mepa Ze =e Rra E d 
现在 证 高 次 互 反 律 :由 引 理 6. 1.4 可 知 


其 中 “| 


| 
KARET 


oF 


男 一 方面 ;人 @ TE K $B Frobenius H E PY 
gatAp) =A. 而 og 在 上 的 限制 为 ra PEE 
aGp€])}= T.CGe(1)> — Zeftrpk17 1) 一 dal [| aa} 


AGW UP) 


= TT w=c,@) = (Shea. 


AE. # (P) 


SRE T wk Eee S b= cma eer [a 
$6.2 正规 整 Æ 


设 p RARR GH? MIG. 1<i<p— 1) BARR K = 
OC H—-REs FARE —AEM BS ES p—1l PR 
RIA. 对 于 天 BE PR LN CPA SHR 
MOL A — SIEM Be. MA N ÆN Galois 扩张 ,并 二 
它们 是 线性 无 缘 的 , 即 MON=@. MR MAN 分别 有 正 规整 基 
{or oat RB Bom HLM ).n=hLN LG]. DS ie: 
isism, lament A MN 的 正规 整 基 ， 于 是 ,车 m 是 一 些 不 同 奇 
RAW FA K-OCOHEH TR LEA EMEA. 
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Nea Gmn RERI TERE ARR LB TE E. 

现在 设 P 是 六 一 FR[7Tj 中 首 1 不 可 约 多 项 式 ,; 则 分 圆 函 数 域 
K=k(Ar) 的 整数 环 为 RA]. PAP 1S O(P)—1)} BK OB 
一 组 整 基 ( 即 R- 模 Ox 的 一 组 基 ), 但 这 不 是 正规 整 基 , 从 而 由 它 不 
能 自然 地 给 出 兵 的 每 个 子 域 的 5 正规 ) 整 基 . 现在 我 们 介绍 Chap- 
man "给 出 的 天 二 kAr) 的 一 组 正规 整 基 , 先 考虑 deg P= 118 
形 . 

6.2.1 i P=T—wiwwe FF, © k= FT),K=&CAp), 
u= (wT Mi g= Cl — a) /C1 u) C Or, 并且 7 的 所 有 
k-FESL IC RIE a Ox 的 一 组 正规 整 基 ， 

证 明 EFA Ek EARED H r/r r we 
Towta APE u EE P-torsion mE, it K/e (fo BAe 
H idara E FJ), ROP ou) = au, i Ox —Rla], BII] ptes) 
是 Crx 的 一 组 整 基 . 另 一 方面 WR CCK; ,有 

FP = C1 — T — aw), 
从 而 
>, ¢ a= >) Dla (au)! = Sta Sa 


se FT f= 
=— Wa (0 二) 三 和 一 2) 
RARA, OAT A -HARER Or 的 一 组 正规 整 基 . | 
EA Fi d=degP E2. $ B= F(T) MW POTD Fe[(T IPS 
全 分 解 成 
可 一 1 
P(T) = [lo — we.) 
其 中 w E Fy win) = wl. 
WB = Cer TT , KiB a), Kph (urs pug). 
引 理 6. 2.2 K=&(Ap)E Kp 的 子 域 . 


d— | 
证 明 由 于 ] cw 一 Ty Oax HAY asa = 
sag = OMA 中 元 素 的 g7 一 1 次 筹 ,所 以 Kp/W 是 (g 一 1) 


$6.2 EAU $ # * 20] * 


次 Kummer 扩张 , 它 的 和 匣 罗 华 群 为 
Gal (K,/k')} 一 (Crs res Tae) m E F, by 
其 中 对 于 aEF; ,有 


o Gu, PJ Ts 
ro {wi) 一 . . 
bys HJEL 


$- | 

mi [ [xt :0<e,<ig’—1 } 48 Ks 的 一 组 万 - 基 . 
By 

一 d— f 1 

è = | [2% (0&1 g 1)， 

=ù 
a A a BOL aa 
出 oF = hi, — au? Ti Hitt] = (w; TOL). 


=ù j= Ù 


d— | 
S u= Duel 8, (aE Fe), RIRA 
Foe Kp, amy, (6. 2. 15 
是 -线性 的 . 由 于 


二 一 
u= > A 
r= 


d-1 

= >a Bao 一 了 ) 
r= i} 
d— | 
>a 8, (rw) =~ T}, 
a= 0 

PRL T Ev. EB Carlitz 作用 为 
d—| d~) 
vi = u + TV, = Sa rw, = Dawa; == Uo” 

r= 3 i= + 


其 中 ww EC Fs. 所 以 对 每 个 +r 宇 0,v7 =v. 再 由 映射 (6. 2. 1) 
是 FE- 线性 的 ,可 知 对 每 个 FT) CF LT IM a€ Fe. A of? = 
Vafia 特别 地 ,vw 一 vopiw) 二 v6 二 0, 基 对 每 个 aE Favn Ar 由 于 


[0Sa g 一 1} 是 Kz 的 如 - 基 , 可 知 v; 到 0, 即 vw 为 本 
m P-torsion LR. 这 就 表明 ApPOK>. Bl KCK. i 


+ 902 « Bt 录 


于 是 我 们 有 域 的 扩张 图 表 如 图 6. 1 所 示 . 
Kp =k ‘err aT" stg) 


K=kCAp) eer) 阶 循 环 群 . 这 里 对 每 个 a= 
=F, (T) DaT € FUT], o(a) = 
H 6i 


G= Gal(Kp/k') 


一 {Tw = (Ta att te) a 一 一 (a, ,7**,a@5) € (Fy )*}, 


MHF EE POS jxd—1,4 


tap (tt; ) 一 Talii) = Oj 4 jt + j- 


所 以 cP = tof So j=j (mod DIA a=, AREH T K, kÆ 


IMP 3K HA 


现在 计算 这 些 扩 张 的 徊 罗 
iE 群 . 易 知 Gal (a'/k) FE H 
AA K 5k (u,) Frobenius 9 AW o ERA d 


> ai". 于 是 ow, —T) =W; 
一 了 .可 扩充 成 Gal K/D PICK p EE de = 二 wy COS 
d—1). FES Hw d. 我 们 在 引 理 6. 2. 2 的 证 明 中 已 算出 


T= Gal(Kp/k) = {ra © (FY O Kjad 1), 


由 于 
prp C) 一 $r Cii) = "LE ANT PD = af_iu,, 


可 知 drp = 1.6, Ht a= laa DEA of = Cah sal ye 


FET AOA GC 的 半 直 积 ， 
三 在 人 久 上 的 作用 为 
pie) = T 8.07 = Tarts = O;4y- 


可 一 】 
rt0;) = Tims) = da,, 


seep am [Tat 于 是 对 每 个 8E Fy, 有 
(vs) 一 Drs = Sat ae, 一 “Ap 


saĝ). 


Mf E — a 
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rv = a8, = Saar, = = vip 
这 就 表明 
起 一 1 
Gal(Kp/K) = {1.20 jKd.a, = [lof "= 1}, 


Gal(Kp/Kk')= {r:a = (aye 0 1) © FR). a = 1}, 
令 Tux 表 示 扩 张 L/K 的 迹 函 数 , 现在 可 给 出 天 一 上 4p) 的 正 
规整 基 . 
定理 6.2.3 i d—degPS2, P=PCT)TE FPH d PRY 
w, Osid l), wi 一 wy, KO 


“= (we — TI Si Sd — DD = du/ — u), 


y= | [7> yr = c DET ce OD, 


则 Fp 二 二 ,并 且 ge HER HRR K 的 一 组 正规 整 基 . 

WEBA oid G;=GalCK;/k'). HES. 2. 1B Ox = OF [G; ]¥, 
Cyd). HF G=Gal(Ke/k EG, ASSO HHA Ay 
给 出 Kerk HEH SE, Ox =O, EG]. H FK: AK I= 
Q SDE FF, 的 特征 互 素 , 可 知 Tx x Ox, = Ove. 因此 通过 
Tx «cB fe, BB 

One = O A ye, (6. 2. 2) 
RP A=Gal (Kk AR )=Gal( K/h). 我 们 现在 更 明确 地 计算 出 Yr, 
以 表明 Ree K. Ae YA 
(一 Dp = Dir (TS). 


ret gud iad 


其 中 SS = Gal (Kp/ Ke’) = {ts = Caps 5 1) © CFR), ey = 


d— 1 g*-2 


(一 DA= D(L Sau ) 


(a 过 {a = CATET PRD FT.” = 1}) 


= ZS [le 


a ‘€X j=ù 


Coat MX = {i = Coys yta 0 St, Ag — 1} 


= >(ST+) I 


3 s=0 


TER 2 EHEC XRAY 
d — Fh pia) -一 上 [ww 


1D 


Jy BE Al AS. 于 是 
Dli Db 4 0g = 1 (对 每 个 « € I) 
i, =i (mod gf — 1) OS jx<d—1). 
ORR s 模 g" 一 1 的 最 小 非 负 剩余 , 则 


p= (— 1) (He 一 


fod} 


— > [Te tig? 714 E Okr. 


将 y- 作用 于 GalCK&' /KD) 的 生成 元 $, 则 


di fag 1 


$O) = > É = > ew ?一 yp. 

这 就 表明 pE On. 最 后 将 (6. 2. 2) 式 两 端 限制 在 Ox 上 , 便 得 到 
On =O, lop. 这 就 表明 加 的 全 部 及 共 辆 元 素 给 出 Ox 的 一 组 正 
规整 基 ， l 

注 记 ik A=Gal(K/k) K =klAr) X A> F 2 y 的 特征 ( 取 
EF Fw*). 所 有 这 种 特征 形成 了 对 一 1 和 防御 环 群 4, 并 且 有 生成 元 
,其 中 将 A RELITTI HeT Sw ECF. 

HRA ECK, EN EH XYEA 的 拉 格 朗 日 resolvent 为 


(E(x) = Xo) ot). 


re A 


对 于 数 域 K= OC, A E= g, 的 情形 这 就 是 高 斯 和 . 对 于 现在 的 博 


§6.2 EMX + 208 + 


形 , 当 D<si<sey 一 1 时 (dd 一 degP) ,可 以 算出 
a] 
(Mle? = Dea ope) = [lu . 
TÈ 过 


=Ù 


i St FO<r<d—1, pA =~ 8. ARI ER § 5. 3 所 介绍 的 高 
斯 和 . 
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